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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð (ÊÑ), âîçíè-

êàþùèõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâóìåðíûõ çàäà÷ ðåàêöèè�àäâåêöèè�äèôôóçèè â

íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñî ñòåïåííîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ â îêðåñòíî-

ñòè êîðíåé. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ, äëÿ êîòîðîé ôðîíò ÊÑ ôîðìèðó-

åòñÿ â ðåçóëüòàòå ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ äðåéôà äèñáàëàíñà è àäâåêöèè (íàïðàâ-

ëåííîãî ïåðåíîñà çà ñ÷åò ïåðåìåùåíèÿ íåñóùåé ñðåäû). Ðàññìîòðåíû ÊÑ, âîç-

íèêàþùèå â ðåçóëüòàòå ïåðåíîñà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âäîëü òðàåêòîðèé äðåéôà

àäâåêöèè-äèôôóçèè. Ïîñòðîåíà ôîðìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ. Äàíî îáîñ-

íîâàíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Ïðèâîäÿòñÿ

÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû.
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1. Ââåäåíèå. Ìû èçó÷àåì êîíòðàñòíûå ñòðóêòóðû (ÊÑ), âîçíèêàþùèå ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ÐÄ â äâóìåðíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÐÄ (äà-
ëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè èñïîëüçóåì òåðìèí ¾êîíöåíòðàöèÿ¿) îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì
ïðîöåññîâ äèôôóçèè, ãåíåðàöèè è àäâåêöèè. Ïðîöåññ ãåíåðàöèè îïèñûâàåòñÿ ïëîòíî-
ñòüþ èñòî÷íèêîâ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè è îò êîîðäèíàò (x, y) íà ïëîñêîñòè.
Èçâåñòíî, ÷òî â ñðåäàõ ñ âûðîæäåííûìè êîðíÿìè (ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå êîðíÿ îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü) ôóíêöèè ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ âîçìîæíî îáðàçîâàíèå ÊÑ, â êîòîðûõ
ÂÏÑ èëè ïîãðàíè÷íûé ñëîé (ÏÑ) èìååò ìíîãîçîííóþ ñòðóêòóðó [1]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
èìååòñÿ äâà èëè áîëåå ó÷àñòêîâ ÂÏÑ, âíóòðè êîòîðûõ çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè îò
ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè ñ ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ ñòðåìëåíèÿ
ê óðîâíþ íàñûøåíèÿ. Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî-
çîííàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâåííîãî ÂÏÑ ìîæåò îáðàçîâûâàòüñÿ òàêæå â äâóìåðíîé
ñðåäå, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ (ÔÏÈ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòåïåí-
íîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èìååò àäâåêöèÿ. Íàøà öåëü â òîì, ÷òîáû
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ïîêàçàòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïðîñòîãî êîðíÿ, äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ÂÏÑ ïðîÿâëÿåò
ðàçíîå ïîâåäåíèå â ïåðåäíåé è çàäíåé ÷àñòÿõ ôðîíòà.

2. Ìîäåëü ÔÏÈ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé À.Í.Òèõîíîâà, ìû ðàññìàòðèâàåì äâóìåðíóþ ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì êîîðäèíàòàì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì
äëÿ óðàâíåíèÿ ÐÄ â îáëàñòè Π: [utxx]:

εu′t + εVxu
′
x + εVyu

′
y = ε2(κu′x)

′
x + ε2(κu′y)

′
y − f(u, x, y), (1)

(x, y) ∈ Π, t > t0 = 0, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà: ∂u
∂~n

= ψ1(x, y) íà Γ (Γ � ýòî
ãðàíèöà Π) è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì u(x, y, t0) = ψ0(x, y). Îïðåäåëèì òî÷êè ðàâíîâå-
ñèÿ ϕj(x, y) êàê çíà÷åíèÿ u(x, y), äëÿ êîòîðûõ f

(
ϕj(x, y), x, y

)
= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ôóíêöèþ f :
Ó1 Â êàæäîé òî÷êå îáëàñòèD èìååòñÿ ðîâíî òðè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ϕ1;2;3(x, y). Ïðåäïî-
ëàãàåì, ÷òî ϕ1;2;3(x, y) åñòü ãëàäêèå ôóíêöèè â Π, ïðè÷åì ϕ1(x, y) < ϕ2(x, y) < ϕ3(x, y)
â Π.
Ó2 Â îêðåñòíîñòè êîðíÿ ÔÏÈ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

f(u, x, y) = Fj
(
u− ϕj(x, y), x, y

)
(2)

ïðè u ∈ Ω(ϕj(x, y)), j ∈ {1; 2; 3}, ïðè÷åì F1;2;3(ω, x, y)|ω=0 = 0 è
dF1;3(ω, x, y)

dω

∣∣∣∣
ω=0

= 0.

Çäåñü Ω(...) åñòü îêðåñòíîñòü óêàçàííîãî îáúåêòà.
Ó3 Ïóñòü [J]:

J(x, y) =

∫ ϕ3(x,y)

ϕ1(x,y)

f(u, x, y)du. (3)

Ìû ðàññìîòðèì ÔÏÈ òàêóþ, ÷òî âíóòðè Π åñòü çàìêíóòà ãëàäêàÿ êðèâàÿ Υ0, îãðàíè÷è-
âàþùàÿ ñâÿçíóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G ñ ãðàíèöåé Υ0 = ∂G òàêàÿ, ÷òî J(x, y)|Υ0

= 0,

J(x, y) > 0 âíóòðè G è J(x, y) < 0 âíå G,
∂J(x, y)

∂~n

∣∣∣∣
Υ0

> 0, ~n åñòü âíåøíÿÿ íîðìàëü.

Èçâåñòíî, ÷òî ÂÏÑ, ðàñïîëîæåííûé âäîëü Υ0, èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü äðåéôà äèñáà-
ëàíñà, íî âîîáùå ãîâîðÿ, íåíóëåâóþ ñêîðîñòü äðåéôà êðèâèçíû.

3. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
Côîðìèðóåì íà÷àëüíóþ êîíöåíòðàöèþ â âèäå ïÿòíà, ïîêðûâàþùåãî íåêîòîðóþ ñâÿç-
íóþ îáëàñòü G0, òàê ÷òî u(x, y, t0) ≈ ϕ1 âíå G0 (íî âíå Ω(Υ)), u(x, y, t0) ≈ ϕ3 âíóòðè
G (íî âíå Ω(Υ)), è âíóòðè Ω(Υ) ðàñïîëîæåí ÂÏÑ. Òîãäà çà ñ÷åò ãðàäèåíòíîãî äðåéôà
è äðåéôà êðèâèçíû ñôîðìèðóåòñÿ ïÿòíî ÊÑ, ãðàíèöà êîòîðîãî áóäåò ðàñïîëîæåíà â
îêðåñòíîñòè Υ0. Â äàííîé ðàáîòå ìû èçó÷àåì âëèÿíèå àäâåêöèè, îïðåäåëÿåìîé ñêîðî-
ñòüþ çàäàííîãî íàïðàâëåííîãî âíåøíåãî ïåðåíîñà ~V = (Vx, Vy). Íàçîâåì ïÿòíîì ÊÑ
îáëàñòü G(t), â êîòîðîé

ϕ1(x, y) < u(x, y, t) < ϕ2(x, y).
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Ðàññìîòðèì ÊÑ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ðîâíî îäíîãî ïÿòíà G(t), ãðàíèöó êîòîðîãî îáî-
çíà÷èì

Υ(t) = {(x, y) : u(x, y, t) = ϕ2(x, y)}.
Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ íàéäåòñÿ ïðîìåæóòîê âðåìåíè T = [t1, t2] â êîòîðîì
äëÿ ëþáîãî t ∈ T êðèâàÿ Υ(t) áóäåò ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé áåç îñîáûõ òî÷åê. Çíà-
÷åíèå t1 ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó çàâåðøåíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ôîðìèðîâàíèÿ ÊÑ
èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, çíà÷åíèå t2 ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ðàçðóøåíèÿ ïÿòíà ÊÑ èëè
âûõîäà ïÿòíà íà ãðàíèöó îáëàñòè Π. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì â ýòîé ðàáîòå ôîðìèðîâà-
íèå ÊÑ. Ïóñòü ðåøåíèå òèïà ÊÑ óæå ñôîðìèðîâàíî èç íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,
ïðè÷åì ïÿòíî ÊÑ èìååò âèä îãðàíè÷åííîé ñâÿçíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè G(t).

4. Ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå ÂÏÑ.
Â ýòîì ðàçäåëå ìû âûâåäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîé ÊÑ â
íåîäíîðîäíîé ñðåäå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ìû ïðåäñòàâèì ëèíèþ ÂÏÑ â âèäå ãëàâíîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ

Υ(t) = Υ0(t) + εΥ1(t) + ...
Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÂÏÑ, ïðè÷åì
ôóíêöèè (x, y) = (φ(s, t), ψ(s, t)), ïðåäñòàâëÿþùèå êîîðäèíàòû, åñòü ðÿäû òîãî æå âèäà
ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ε. Çäåñü s � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé òî÷êó íà êðèâîé, ôóíêöèè
φ(s, t), ψ(s, t) ïåðèîäè÷åñêèå ïî êîîðäèíàòå s. Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
ãëàäêóþ ëèíèþ ôðîíòà ÂÏÑ, à çàòåì èñïîëüçóåì óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè ýòîé ëèíèè
â ãëàâíîì (íóëåâîì) ïðèáëèæåíèè è ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàâíîâåñíîãî
ïîëîæåíèÿ ÂÏÑ.
Ïóñòü çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ Υ(t) åñòü ëèíèÿ ôðîíòà ÂÏÑ, ò.å. ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ u(x, y, t) = ϕ2(x, y), äëÿ êîòîðîãî
∂u

∂~n
> 0, ãäå ~n åñòü âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Υ.

Îäíîâðåìåííî Υ(t) åñòü ãðàíèöà G(t). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áåðåì ïÿòíî ÊÑ ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëÿðíîñòè, ò.å. u(x, y, t) > ϕ2(x, y) âíóòðè G. Ïóñòü t0 åñòü íåêîòîðûé ìîìåíò
âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî ÂÏÑ óæå ñôîðìèðîâàí, è Υ0 = Υ(t0). Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
(??)[xxx] â Ω(Υ0), ò.å. â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Υ0. Íà Υ0 ââåäåì êîîðäèíàòó s, ðàâíóþ
äëèíå äóãè, îòñ÷èòûâàåìóþ îò íåêîòîðîé òî÷êè M0 ∈ Υ0 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òàê
êàê Υ çàìêíóòàÿ ëèíèÿ, òî s åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà, s è s + T (t) ñîîòâåò-
ñòâóþò îäíîé è òîé æå òî÷êå. Â êàæäîé òî÷êå Υ ïîñòðîèì âíåøíþþ íîðìàëü ~n. Íà
íîðìàëè ââåäåì êîîðäèíàòó z òàê, ÷òîáû íà Υ0 áûëî z = z0. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü
Ω(Υ0) òàêóþ, ÷òîáû â íåé îòîáðàæåíèå (x, y) ⇔ (z, s) áûëî âçàèìíî îäíîçíà÷íûì (ñ
ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ïî s). Òàêàÿ îêðåñòíîñòü çàâåäîìî ñóùåñòâóåò, òàê êàê ÿêîáèàí
D(x, y)/D(z, s): (1) ðàâåí 1 íà Υ0 è (2) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò (x, y). Ìîæíî áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè âçÿòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y) ∈ Υ ëîêàëüíûå
îðòîãîíàëüíûå êîîðäèíàòû (z, s). Îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ãðàäèåíòà (u′x, u

′
y)
T ôóíêöèè

u(x, y, t0) íàðóæó ïî îòíîøåíèþ ê G(t0), îñü s íàïðàâëåíà âäîëü Υ0. Ïóñòü ôóíêöèÿ
J(z, s) (îïðåäåëåíà óñëîâèåì Ó3) äëÿ ëþáîãî s åñòü ìîíîòîííàÿ âäîëü ïåðåìåííîé z
ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (z0, s0). Óðàâíåíèå (1)[utxx] çàïèøåì â âèäå
[eq3]:
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εu′t + ε
(
A1Vzu

′
z + A2Vsu

′
s

)
=

= κε2
(
A11u

′′
zz + 2A12u

′′
zs + A22u

′′
ss +B1u

′
z +B2u

′
s

)
− f(u, z, s), (4)

(z, s) ∈ Ω(Υ). Çäåñü [AB]:

A11 = (z′x)
2 + (z′y)

2, A12 = z′xs
′
x + z′ys

′
y, A22 = (s′x)

2 + (s′y)
2, (5)

B1 = z′′xx + z′′yy, B2 = s′′xx + s′′yy, (6)

Vs = V sinα, Vz = V cosα, ãäå α åñòü óãîë ìåæäó îñÿìè Ox è Oz â òî÷êå (z0, s0).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íîé ñóììû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4)[eq3]
â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ìû èñïîëüçóåì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå.
Ïóñòü (z̃, s̃) åñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà íà Υ. Âûïîëíèì çàìåíó z = z̃+ εξ, s = s̃+ εη, t = ετ,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå [eq4b]:

u′τ +D1Vzu
′
ξ +D2Vsu

′
η =

= κ
(
A11u

′′
ξξ + 2A12u

′′
ξη + A22u

′′
ηη

)
+ εκ

(
B1u

′
ξ +B2u

′
η

)
− f(u, z, s), (7)

(z, s) = (z̃ + εξ, s̃+ εη), (8)

Ïóñòü êðèâàÿ Υ̃ òàêîâà, ÷òî â êàæäîé òî÷êå (ξ, η) ∈ Υ̃ âåðíî ðàâåíñòâî u(ξ, η) = ϕ2(z, s),
~n åñòü íîðìàëü ê Υ̃, ~n ‖ 5u ‖ ξ :

u′τ + VzD1u
′
ξ = κA11u

′′
ξξ − f(u, z, s). (9)

Òàê êàê íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè ìàëûõ ε, ìû ðàññìîòðèì ñèòóà-
öèþ, ïðè êîòîðîé ðàäèóñ êðèâèçíû ëèíèè Υ ìíîãî áîëüøå òîëùèíû ÂÏÑ. Âûäåëèì
ìåäëåííóþ ïåðåìåííóþ η è áûñòðóþ ïåðåìåííóþ ξ,

∣∣u′η∣∣ � ∣∣u′ξ∣∣, ∣∣u′′ηη∣∣ � ∣∣u′′ξξ∣∣, Íà Υ
ïîëó÷èì
Âìåñòå ñ çàäà÷åé (7)[eq4b] ðàññìîòðèì "ñîïóòñòâóþùóþ" çàäà÷ó â òî÷êå M0 = (z̃, s̃) ∈
Ω(Υ̃). Â òî÷êå M0 ïî åå îïðåäåëåíèþ áóäåò âåðíû ðàâåíñòâà u′η = 0, u′′ηη = 0. Èç (5)[AB]
ñëåäóåò, ÷òî A12 = 0 òîæäåñòâåííî. Ïîýòîìó çàïèøåì ñîïóòñòâóþùóþ çàäà÷ó íóëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ â âèäå

u′τ + Vz(z̃, s̃)D1u
′
ξ = κA11u

′′
ξξ − f

(
u, z̃, s̃

)
. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ñîïóòñòâóþùàÿ çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîé ñðåäå, ïàðàìåòðû
êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå ñ "çàìîðîæåííûìè" êîîðäèíàòàìè z = z̃, s = s̃. Çàìåòèì,
÷òî ÔÏÈ â ñîïóòñòâóþùåé çàäà÷å íå çàâèñèò ÿâíî îò ξ. Ïîýòîìó, âìåñòî f(u, x?, y?)
áóäåì ïèñàòü ïðîñòî f(u). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10)[eq5b] áóäåì èñêàòü â âèäå áåãóùåé
êâàçèâîëíû: u(z, s, t) = v(χ), ãäå χ = ξ −Wτ : [eq6]:

−(W − VzD1)v′χ = κA11v
′′
χχ − f(v) (11)

ñ óñëîâèÿìè ïðèìûêàíèÿ ê ðàâíîâåñíîìó óðîâíþ íà áåñêîíå÷íîñòè: v(−∞) = ϕ3 − 0,
v(+∞) = ϕ1 + 0, â ýòîì ïàðàãðàôå ϕ1;3 = ϕ1;3(z̃, s̃). Îïåðàöèÿ ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà
v′χ = p(v), v′′χχ = pp′v, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ [ppva]:

−Ûp = κA11pp
′
v − f(v), (12)
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ãäå [WL]:

Û = W −D1Ṽz (13)

ñ óñëîâèÿìè äëÿ p(v), îáåñïå÷èâàþùèìè ðåøåíèå òèïà ÊÑ ñ îäíèì ÂÏÑ, ñîåäèíÿþùèì
óðîâíè ϕ1 è ϕ3: [p13a]:

p(ϕ1 + 0) = +0, p(ϕ3 − 0) = +0. (14)

Ê òîìó æå p(v) > 0 ïðè ϕ1 < v < ϕ3. Èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïåðå-
îïðåäåëåííîé çàäà÷è ñ äâóìÿ óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà çíà÷åíèå Û
îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ [14]. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Û(z̃, s̃) òàêàÿ, ÷òî ïðè ïîäñòà-
íîâêå Û(z̃, s̃) â (12)[ppva] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ p(v), äëÿ êîòîðîé
âåðíî (12)[ppva] è âåðíû òàêæå óñëîâèÿ (14)[p13a]. Òàê êàê â ëþáîé òî÷êå Υ âåðíî z = z0,
òî Û áóäåò ôóíêöèåé òîëüêî îò s0 : Û = Û(s0). Ïóñòü òåïåðü (z0, s0) åñòü çàäàííàÿ
òî÷êà íà Υ. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ñîïóòñòâóþùèõ çàäà÷ (??)[eq5] ñ ïàðàìåòðîì z̃, äëÿ
êîòîðûõ ïàðàìåòð s̃ çàôèêñèðîâàí: s̃ = s0. Èç (13)[WL] òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ s̃ ∈ [s? − d, s? + d] ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ W̃ (z̃, s̃) òàêàÿ, ÷òî âåðíî
ðàâåíñòâî

W̃ (z̃, s̃)−D1Ṽz(s̃) = Û(z̃, s̃). (15)

Ïîýòîìó â òîé æå îêðåñòíîñòè îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ [Woo]:

W (z̃, s̃) = D1Ṽz(s̃) + Û(z̃, s̃), (16)

ðàâíàÿ ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ ÂÏÑ, èçìåðÿåìîé â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì
íîðìàëè ê ëèíèè ÂÏÑ. Ìû íàøëè ýòó ñêîðîñòü â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ñòåïåíÿì
ε, ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå ñòåïåííîãî ðÿäà W (z̃, s̃) = W0 + εW1 + ε2W2 + ... â ýòîé ðà-
áîòå íàõîäèòü íà áóäåì. Íàéäåì ñòàöèîíàðíîå ïîëîæåíèå ÂÏÑ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ
íóëåâîé ñêîðîñòüþ äðåéôà ÂÏÑ: W (z̃, s̃) = 0.
Èç Ó5 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå

D1Ṽz + Û(z, s) = 0 (17)

d~l = (dx, dy), ~n = (dy,−dx), (
~V (z, s), ~n

)
+ Û(z, s) = 0, (18)

V (z, s) cosα + Û(z, s) = 0, (19)

Äâà ðåøåíèÿ: 
(nx)1 =

−Vy
√
V 2
x + V 2

y −W 2 + VxW

V 2
x + V 2

y

,

(ny)1 =
Vx
√
V 2
x + V 2

y −W 2 + VyW

V 2
x + V 2

y

,

(20)


(nx)2 =

Vy
√
V 2
x + V 2

y −W 2 + VxW

V 2
x + V 2

y

,

(ny)2 =
−Vx

√
V 2
x + V 2

y −W 2 + VyW

V 2
x + V 2

y

,

(21)
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Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êðèâàÿ Υ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïàðàìåòðè÷å-
ñêîé ôîðìå êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ [ODEL]:

dx

ds
=
Vx
√
V 2
x + V 2

y −W 2 + VyW

V 2
x + V 2

y

,

dy

ds
=
Vy
√
V 2
x + V 2

y −W 2 − VxW
V 2
x + V 2

y

,

(22)

ãäå W = W (x, y), Vx;y = Vx;y(x, y), ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â íåêîòîðîé òî÷êå M0,
êîîðäèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò (17)[Equi]. Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
z = r̃(s).
Íà êðèâîé Υ åñòü äâå îñîáåííûå òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê Υ ïàðàëëåëüíà âåê-
òîðíîìó ïîëþ ~V . Òî÷êà íóëåâîé ñêîðîñòè äðåéôà äèñáàëàíñà Û(z̃, s̃) = 0 îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì J(x, y) = 0, ãäå J çàäàíî ðàâåíñòâîì (3)[J]. Âñå ýòè òî÷êè ëåæàò íà êðèâîé
Υ0. Èç (17)[Equi] ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà íà Υ0 ëåæèò òàêæå íà êðèâîé Υ̃ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà Vz = 0.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ~V (z, s) åñòü ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå â Ω(Υ), ïðîñòîå îòíîñèòåëü-
íî ëþáîé ëèíèèW = const. Û(z, s) = 0 íà Υ, Û(z, s) åñòü âîçðàñòàþùàÿ ïî ïåðåìåííîé
z. Ïóñòü â Ω(Υ) âåðíî

V (z, s) < Û(z, s), (23)

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ Υ̃, â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé âûïîëíåíî óñëî-
âèå (18)[hLa]. Êðèâàÿ Υ̃ ïåðåñåêàåò Υ0 ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ, ïðè÷åì â êàæäîé èç ýòèõ

òî÷åê îäíîâðåìåííî Û(z, s) = 0 è ~̃n ⊥ ~V . Íà Υ̃ èìåþòñÿ ðîâíî äâå òî÷êè, â êîòîðûõ

V 2
x +V 2

y = W 2, â êàæäîé èç ýòèõ òî÷åê ~̃n ‖ ~V . Â îäíîé èç íèõ (ãëàâíàÿ òî÷êà ôðîíòà

êâàçèâîëíû) W < 0, â äðóãîé (ãëàâíàÿ òî÷êà òûëà êâàçèâîëíû) W > 0. Çäåñü ~̃n åñòü
íîðìàëü ê Υ̃.
Çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ z = ξ(s) åñòü ãðàíèöà ïÿòíà ÊÑ â ïðèáëèæåíèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî ïåðåìåííîé ε. Åñëè p(ω) åñòü ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì ñôîðìóëè-
ðîâàííûì ðàíåå óñëîâèÿì ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè W , òî p(ω) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè

dp

dv
= −W

κ
+
f(v)

κp
, (24)

v ∈ (ϕ1, ϕ3), p(ϕ1) = 0, ïðè÷åì óñëîâèå p(ϕ3) = 0 áóäåò âûïîëíåíî àâòîìàòè÷åñêè.

5. Ðàâíîâåñíûé ïåðåõîäíûé ñëîé â ñðåäå ñ íóëåâîé àäâåêöèåé
Òåïåðü ïîêàæåì òèïè÷íûå êîíôèãóðàöèè, âîçíèêàþùèå â ñðåäå ñ íóëåâîé àäâåêöèåé è
ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (ïåðâîãî ðîäà íà íèæíåé è âåðõíåé ïî ÷åðòåæó,
âòîðîãî ðîäà íà îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ). Èíòåíñèâíîñòü çàêðàñêè ïîêàçûâàåò âåëè÷èíó
ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ (÷åðíûå îáëàñòè � ïÿòíà ÊÑ ñ ìàëûì ãðàäèåíòîì.) Òàêèì îáðàçîì,
ïåðåõîäíûé ñëîé ïîêàçàí áåëûì öâåòîì.
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Ðèñóíîê 1. Ðàâíîâåñíûé ñëîé â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ íóëåâîé àäâåêöèåé. Îáëàñòü åñòü
ïðÿìîóãîëüíèê ñ äâóìÿ âûñòóïàìè ñ ëåâîé è ïðàâîé áîêîâûõ ñòîðîí.

7



Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåì. ôèçèêè, ïàìÿòè ïðîôåññîðà Â.Ô.Áóòóçîâà 8
ÌÃÓ èì Ì.Â.Ëîìîíîñîâà Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êàôåäðà ìàòåìàòèêè. Äîêëàä À.À.Áûêîâà

Ðèñóíîê 2. Ðàâíîâåñíûé ñëîé â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ íóëåâîé àäâåêöèåé. Îáëàñòü åñòü
ïðÿìîóãîëüíèê ñ äâóìÿ âûñòóïàìè ñ ëåâîé è ïðàâîé áîêîâûõ ñòîðîí, ñìåùåííûìè
îäèí îòíîñèòåëüíî âòîðîãî.
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Ðèñóíîê 3. Ðàâíîâåñíûé ñëîé â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ íóëåâîé àäâåêöèåé ñ ãðàíèöàìè
ñëîæíîé ôîðìû. Ïîêàçàí ýôôåêò òðàíñâåðñàëüíîñòè, âûòåêàþùèé èç óñëîâèé ðàâíî-
âåñòèÿ ñëîÿ ñ íóëåâîé àäâåêöèåé.
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6. Ðàâíîâåñíûé ïåðåõîäíûé ñëîé â ñðåäå ñ íåíóëåâîé àäâåêöèåé
Ðèñóíîê 4. Ðàâíîâåñíûé ñëîé â ñðåäå ñ àäâåêöèåé, ñêîðîñòü àäâåêöèè íàïðàâëåíà âåð-
òèêàëüíî âíèç.
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Ðèñóíîê 5. Ðàâíîâåñíûé ñëîé â ñðåäå ñ àäâåêöèåé, ñêîðîñòü àäâåêöèè íàïðàâëåíà âåð-
òèêàëüíî âíèç.
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Ðèñóíîê 6. Ðàâíîâåñíûé ñëîé â ñðåäå ñ àäâåêöèåé. Ñêîðîñòü àäâåêöèè íàïðàâëåíà
âåðòèêàëüíî ââåðõ. Îòðûâ ñëîÿ îò óãëîâîé òî÷êè.
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Ðèñóíîê 7. Íåðàâíîâåñíûé ñëîé â ñðåäå ñ ñèëüíîé àäâåêöèåé. Ñêîðîñòü àäâåêöèè íà-
ïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç. Îòðûâ ñëîÿ îò óãëîâîé òî÷êè. Âûõîä íà ãðàíè÷íûé ðåæèì.
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Ðèñóíîê 8. Íåðàâíîâåñíûé ñëîé â ñðåäå ñ ñèëüíîé àäâåêöèåé. Âûõîä íà ãðàíè÷íûé
ðåæèì.
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Ðèñóíîê 9. Ðàâíîâåñíûé ñëîé â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ àäâåêöèåé ñ ãðàíèöàìè ñëîæíîé
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