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Предисловие

В этом учебном пособии предложены вопросы и задачи из книг [2],
[4], [11] и [14] вместе с их решениями. Отметим, что они изложены
в конспекте лекций по курсу «Параболические уравнения» в первых
трех лекциях.

Умение воспроизвести решение предложенных в этом пособии за-
дач и ответить на вопросы из пособия является необходимым и
достаточным условием для получения зачета по курсу «Параболиче-
ские уравнения».

Пособие набрано и сверстано в пакете LATEX2e.



Воп р о сы и з а д а ч и к л е к ци и 1

УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

§ 1. Уравнение теплопроводности

В оп р о с 1 . Выписать фундаментальное решение уравнения теп-
лопроводности в RN .

От в е т .
Фундаментальное решение имеет следующий вид:

E(x, t) =
ϑ(t)

(4πt)N/2
exp

(
−|x|2

4t

)
, (1.1)

где ϑ(t) — это функция Хевисайда, имеющая следующий явный вид:

ϑ(t) =

{
1, если t > 0;
0, если t < 0.

§ 2. Задача Коши для уравнения теплопроводности

В опр о с 2 . Выписать решение задачи Коши

ut − ∆u = 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,+∞), (2.1)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ R
N . (2.2)

О т в е т . Решение дается следующей формулой:

u(x, t) =
1

(4πt)N/2

∫

RN

exp

(
−|x− y|2

4t

)
u0(y) dy. (2.3)

В о п р о с 3 . Выписать замену Коула–Хопфа для уравнения Бюр-
герса

vt + vvx = µvxx, (2.4)

связывающего его с уравнением теплопроводности

ut = µuxx, t > 0, µ > 0, u(x, t) > 0 (2.5)

О т в е т . Замена Коула–Хопфа имеет следующий вид:

v(x, t) = −2µ
∂

∂x
ln u(x, t). (2.6)
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§ 3. Неоднородная задача Коши

В опр о с 4 . Выписать решение неоднородной задачи Коши

ut − ∆u = f(x, t) при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,+∞), (3.1)

u(x, 0) = 0 при x ∈ R
N . (3.2)

О т в е т . Решение неоднородной задачи Коши (3.1), (3.2) имеет вид
интеграла Дюамеля:

u(x, t) =

t∫

0

∫

RN

E(x− y, t− s)f(y, s) dy ds =

=

t∫

0

1
(4π(t− s))N/2

∫

RN

exp

(
−|x− y|2
4(t− s)

)
f(y, s) dy ds (3.3)

В о п р о с 5 . Выписать решение общей неоднородной задачи Коши

ut − ∆u = f(x, t) при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,+∞), (3.4)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ R
N . (3.5)

О т в е т . Решение дается формулой

u(x, t) =
1

(4πt)N/2

∫

RN

exp

(
−|x− y|2

4t

)
u0(y) dy+

+

t∫

0

1
(4π(t− s))N/2

∫

RN

exp

(
−|x− y|2
4(t− s)

)
f(y, s) dy ds. (3.6)

§ 4. Слабый принцип максимума для уравнения
теплопроводности

В о п р о с 6 . Сформулировать слабый принцип максимума для
уравнения теплопроводности. В какой области D он доказан? Что такое
B, BT , S, ∂D и ∂

′

D?
О т в е т . Слабый принцип максимума состоит в следующем:

Те о р е м а 1. Пусть u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(D) ∩ C(D) — решение уравнения

теплопроводности

ut − ∆u = 0 при (x, t) ∈ D ∪BT , (4.1)
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тогда
max

(x,t)∈D
u(x, t) = max

(x,t)∈∂′D

u(x, t), (4.2)

min
(x,t)∈D

u(x, t) = min
(x,t)∈∂′D

u(x, t), (4.3)

В о п р о с 7. Может ли минимальное и максимальное значение
решения u(x, t) 6= const уравнения теплопроводности достигаться во
внутренних точках рассматриваемой области?

О т в е т . Да.
Р еше н и е . Рассмотрим область D = {|x| < 1} ⊗ (0,T ), в которой

рассматривается уравнение теплопроводности

ut = uxx. (4.4)

Пусть t0 ∈ (0,T ), x0 = 2 и введем следующую функцию:

u(x, t) =

{
0, если (x, t) ∈ {|x| 6 1} ⊗ [0, t0];
E(x, t;x0, t0), если (x, t) ∈ {|x| 6 1} ⊗ (t0,T ],

(4.5)

где

E(x, t;x0, t0)
def :
=

ϑ(t− t0)√
4π(t− t0)

exp

{
−|x− x0|2
4(t− t0)

}
, x0 = 2.

·
0

2=

Рис. 1. К примеру.

В о п р о с 8 . Может ли минимальное и максимальное значение
решения u(x) 6= const достигаться в гладкой области D, в которой
рассматривается уравнение Лапласа

∆u(x) = 0 в D?

От в е т . Нет.
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В о п р о с 9 . Сформулировать принцип максимума для суб– и
супер–параболических решений.

О т в е т . Если u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(D) ∩ C(D) удовлетворяет неравен-

ствам
∆u− ut > 0 в D, (4.6)

u 6 0 на ∂
′

D, (4.7)

то u 6 0 в D.
Если u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(D) ∩ C(D) удовлетворяет неравенствам

∆u− ut 6 0 в D, (4.8)

u > 0 на ∂
′

D, (4.9)

то u > 0 в D.
В о п р о с 1 0 . Пусть задана цилиндрическая область D =

= (a, b) ⊗ (0, t0). Что такое S, B, Bt0 , ∂D и ∂
′

D в данном случае?
Что такое нижняя крышка, верхняя крышка, боковая граница и
параболическая граница?

О т в е т . Согласно определению

S
def :
= {x = a} ⊗ {0 < t 6 t0} ∪ {x = b} ⊗ {0 < t 6 t0},

B
def :
= {a 6 x 6 b} ⊗ {t = 0},

Bt0
def :
= {a < x < b} ⊗ {t = t0},

причем ∂D = S ∪B ∪Bt0 , а параболическая граница ∂
′

D = S ∪B. За-
мкнутая область B называется нижней крышкой, область Bt0 называ-
ется верхней крышкой, а множество S называется боковой границей.

З а д а ч а 1 . [2] Пусть u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(D) — это решение в D =

= [0, 1] ⊗ [0, 1] задачи

ut = uxx при (x, t) ∈ D,

u|x=0 = u|x=1 = 0 при t > 0,

u|t=0 > 0 при x ∈ (0, 1),

причем выполнены условия согласования u(0, 0) = u(1, 0) = 0. Может
ли функция

f(t)
def :
=

1∫

0

u2(x, t) dx

иметь максимум при t ∈ (0, 1)?
О т в е т . Нет.
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Реше н и е . Итак, предположим, что в некоторой точке t0 ∈ (0, 1)
достигается максимум функции f(t). Поскольку f(t) > 0 и решение
u(x, t) 6= 0, то

f(t0) > 0.

Тогда имеет место цепочка выражений

f
′

(t0) = 0 ⇒
1∫

0

u(x, t0)ut(x, t0) dx = 0 ⇒
1∫

0

u(x, t0)uxx(x, t0) dx = 0.

Интегрируя по частям в последнем равенстве, мы с учетом граничных
условий в рассматриваемом классе гладкости получим равенство

−
1∫

0

(ux(x, t0))
2 dx = 0 ⇒ ux(x, t0) = 0 ⇒ u(x, t0) = const ∀x ∈ [0, 1],

из которого опять в силу граничных условий получим u(x, t0) = 0, что
в свою очередь означает

f(t0) =

1∫

0

u2(x, t0) dx = 0.

Но это противоречит определению точки t0 ∈ (0, 1).
З а д а ч а 2 . [2] Пусть u(x, t) — это регулярное решение в D =

= (0,π) ⊗ (0,+∞) задачи

ut = uxx, u|x=0 = ux|x=π = 0, u|t=0 = ϕ(x), (4.10)

где ϕ(0) = ϕ
′

(π) = 0. Проверить, что
1. Выполнено ли неравенство

sup
0<x<π

|u(x, 1)| 6 sup
0<x<π

|ϕ(x)|? (4.11)

2. Верно ли, что

sup
0<x<π

|u(x, 1)| 6
1
2

sup
0<x<π

|ϕ(x)|? (4.12)

О т в е т . 1. Да. 2. Нет.
Р еш е н и е . Для того чтобы в дальнейшем воспользоваться прин-

ципом максимума, нам нужно получить эквивалентную задачу, но с
условиями Коши–Дирихле. С этой целью продолжим функцию u(x, t)
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четным образом через точку x = π на множество x ∈ (π, 2π), т. е.
положим

ũ(x, t) = u(2π − x, t) при x ∈ (π, 2π) ⇒ ũx(π, t) = ux(π, t) = 0.

Построенная функция является решением краевой задачи

ũt = ũxx, x ∈ (0, 2π), t > 0, (4.13)

ũ|x=0 = ũ|x=2π = 0, ũ|t=0 = ϕ̃, (4.14)

где функция ϕ̃(x) четным образом продолженная на интервал (π, 2π).
Задачи (4.10) и (4.13), (4.14) эквивалентны. Теперь мы можем приме-
нить принцип максимума и получить, что максимум модуля функции
ũ(x, t) достигается при t = 0, поскольку на боковой границе при x = 0
и x = 2π ũ(x, t) = 0. Итак,

sup
0<x<π

|u(x, 1)| = sup
0<x<2π

|ũ(x, 1)| 6 sup
0<x<2π

|ϕ̃(x)| = sup
0<x<π

|ϕ(x)|. (4.15)

Тем самым утверждение (4.11) доказано.
Неравенство (4.12) неверно. Действительно, возьмем

ϕ(x) = sin(x/2),

которому соответствует решение, полученное методом разделения пе-
ременных,

u(x, t) = e−t/4 sin(x/2) ⇒ sup
0<x<π

|u(x, 1)| = e−1/4, sup
0<x<π

|ϕ(x)| = 1.

Заметим, что

e−1/4 >
1
2
,

поскольку e < 24.
З а д ач а 3 . [2] Пусть D = (0, 1) ⊗ (0, 1). Существует ли функция

u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(D) ∩ C(D) — решение следующей первой краевой задачи:

ut = uxx в D, (4.16)

u|t=0 = 2 sin πx при 0 6 x 6 1, (4.17)

u|x=0 = sin πt, u|x=1 = sin πt+ 2 sin πt при 0 < t 6 1, (4.18)

u|t=1 = 3 sin πx при 0 6 x 6 1? (4.19)

О т в е т . Нет.
Р еше н и е . Задача для самостоятельного решения.
З а д ач а 4 . [2] Существует ли решение u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(Q) задачи

ut = uxx + 1 в Q, Q =
{
(x, t) : x2 + t2 < 1

}
, (4.20)
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g

1

Рис. 2. К задаче 4.

xux = tu при (x, t) ∈ ∂Q =
{

(x, t) : x2 + t2 = 1
}

? (4.21)

О т в е т . Нет.
Р еш е н и е . Прежде всего заметим, что справедлива следующие

равенства в силу формулы Грина:
∫

Q

ut dx dt =

∫

∂Q

u(x, t) cos(nx,t, et) dl, (4.22)

∫

Q

uxx dx dt =

∫

∂Q

ux(x, t) cos(nx,t, ex) dl, (4.23)

где nx,t — это внешняя нормаль в точке (x, t) ∈ ∂Q. Легко проверить,
что

nx,t = (x, t), cos(nx,t, et) = t, cos(nx,t, ex) = x.

Поэтому интегрируя обе части уравнения (4.20), мы получим равенство
∫

∂Q

u(x, t)t dl =

∫

∂Q

ux(x, t)x dl + 2π,

а с учетом граничного условия (4.21) мы получим противоречивое
равенство

0 = 2π.
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З а д а ч а 5 . [2] Пусть функции uk(x, t) ∈ C
2,1
x,t(Dk) ∩ C(Dk), k =

= 1, 2, являются решениями в

Dk
def :
= (−k, k) ⊗ (0,T )

краевых задач

(uk)t = (uk)xx, uk|x=±k = 0, uk|t=0 = ϕ(x), |x| 6 k. (4.24)

Здесь ϕ(x) ∈ C(1)([−2, 2]), ϕ(x) > 0 при |x| 6 1 и ϕ(x) = 0 при
1 6 |x| 6 2, ϕ(x) 6≡ 0. Доказать, что

u1(x, t) 6 u2(x, t) при (x, t) ∈ [−1, 1] ⊗ (0,T ]. (4.25)

Решен и е . Прежде всего заметим, что в силу принципа максиму-
ма uk(x, t) > 0 в Dk. Рассмотрим разность

v(x, t)
def :
= u2(x, t) − u1(x, t).

Введенная функция удовлетворяет задаче

vt = vxx, v|x=±1 > 0, v|t=0 = 0. (4.26)

В силу принципа максимума имеем v(x, t) > 0 в D, т. е. выполнено
неравенство (4.25).

З а д ач а 6 . [2], [4] Пусть u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(D) ∩ C(D) является реше-

нием уравнения

ut = ∆u+ f(x), f(x) > 0 при (x, t) ∈ D, (4.27)

u(x, t) = 0 при (x, t) ∈ ∂
′

D. (4.28)

Докажите, что ut(x, t) > 0 в D.
Реше н и е . Итак, в области D выполнено неравенство

∆u− ut 6 0,

тогда с учетом второго утверждения в вопросе 9 и равенства (4.28)
получим, что выполнено неравенство

u(x, t) > 0 в D. (4.29)

Рассмотрим функцию

w(x, t)
def :
= u(x, t+ ε) − u(x, t), ε > 0. (4.30)

Эта функция удовлетворяет уравнению теплопроводности

wt = ∆w в Dε = U ⊗ (0,T − ε), (4.31)
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причем
w(x, t) = u(x, t+ ε) > 0 при (x, t) ∈ ∂

′

Dε, (4.32)

поскольку
u(x, t) = 0 на ∂

′

D ⊃ ∂
′

Dε.

Применяя теперь второе утверждение из вопроса 9, получим

w(x, t) > 0 в Dε ⇒ u(x, t+ ε) − u(x, t)
ε

> 0 в Dε ⇒

⇒ lim
ε→+0

u(x, t+ ε) − u(x, t)
ε

= ut(x, t) > 0 в D. (4.33)

З а д ач а 7. В а р и а н т н е р а в е н с т в а Ч е быше в а . [4] Пусть
u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(D) ∩ C(D) является решением дифференциального нера-

венства
∆u− ut > 0 в D = Ω ⊗ (0,T ). (4.34)

Предположим, что

u(x, t) 6 0 при (x, t) ∈ S = ∂Ω ⊗ (0,T ], (4.35)

u(x, t) 6 1 при (x, t) ∈ B = Ω ⊗ {t = 0}. (4.36)

Пусть v = v(x) — это гладкая неотрицательная функция в Ω такая, что

∆v(x) 6 −1 при x ∈ Ω. (4.37)

Доказать, что

u(x, t) 6
v(x)

t
при (x, t) ∈ D. (4.38)

Решен и е . Прежде всего заметим, что в силу принципа максиму-
ма имеем 1)

u(x, t) 6 1 при (x, t) ∈ D. (4.39)

Рассмотрим следующую вспомогательную функцию:

w(x, t)
def :
= u(x, t) − v(x)

t
. (4.40)

Прежде всего применим к этой функции оператор

∆ − ∂

∂t

и получим следующее выражение:

1)Нужно применить утверждение 1 вопроса 9 к функции u(x, t) − 1.
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∆w − wt = ∆u− ut −
∆v(x)

t
− v(x)

t2
>

> −∆v(x)

t
− v(x)

t2
>

1
t2

(t− v(x)) . (4.41)

Разобьем область D на три части

D = D1 ∪D2 ∪D3,

D1
def :
= {(x, t) ∈ D : v(x) > t}, D2

def :
= {(x, t) ∈ D : v(x) < t},

D3
def :
= {(x, t) ∈ D : v(x) = t}.

На множестве D1 выполнено неравенство

v(x)

t
> 1 > u(x, t) ⇒ w(x, t) 6 0, (4.42)

где последнее неравенство имеет место в силу принципа максимума,
примененного к функции u(x, t). На множестве D2 ∪D3 в силу (4.43)
выполнено неравенство

v(x) 6 t⇒ ∆w − wt > 0 при (x, t) ∈ D2 ∪D3. (4.43)

Теперь заметим, что в силу определения (4.40) функции w(x, t) и нера-
венств (4.35), (4.36) на параболической границе ∂

′

D = S ∪ B области
D выполнено неравенство

w(x, t) 6 0 при (x, t) ∈ ∂
′

D. (4.44)

Часть границы множества D2 ∪ D3, не входящая в ∂
′

D совпадает с
D3\D и на множестве D3 имеет место следующее неравенство:

w(x, t) = u(x, t) − v(x)

t
6 1− 1 = 0 при (x, t) ∈ D3. (4.45)

Итак, в силу утверждения 1 из вопроса 9 мы из неравенств (4.43),
(4.44) и (4.45) получим неравенство

w(x, t) = u(x, t) − v(x)

t
6 0 при (x, t) ∈ D2. (4.46)

Следовательно, объединяя неравенства (4.42), (4.45) и (4.46), получим
неравенство

w(x, t) 6 0 при (x, t) ∈ D.

В о п р о с 1 1 . [2] Справедлив ли принцип максимума в области
D = Ω ⊗ (0,T ) для обратно параболического уравнения

ut + ∆u = 0 (4.47)



14 Вопросы и задачи к лекции 1. Уравнение теплопроводности

в том виде, в каком он справедлив для уравнения теплопроводности?
О т в е т . Нет.
Решен и е . Заметим, что заменой t→ −t уравнение (4.47) сводит-

ся к уравнению теплопроводности

ut = ∆u.

Тем самым, нетрудно догадаться, что максимум и минимум функции
u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(D) ∩ C(D) может достигаться при (x, t) ∈ BT ∪ Ŝ, где

Ŝ = ∂U ⊗ [0,T ), но не может достигаться при (x, t) ∈ D ∪ B. Таким
образом, в принципе максимума для уравнения (4.47) нужно заменить
B на BT , а S на Ŝ.

Ŝ Ŝ

Рис. 3. К задаче 9.

З а д а ч а д л я с а м о с т о я т е л ь н о г о р е ш е н и я 1 . Пусть
u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(D) ∩ C(D) и, кроме того, f(x, t) ∈ C(D). Рассмотрите

неоднородное уравнение теплопроводности

ut − ∆u = f(x, t) при (x, t) ∈ D = Ω ⊗ (0,T ),

где Ω ⊂ RN — это ограниченная область с гладкой границей. Докажи-
те, что имеют место неравенства

min
(x,t)∈∂′D

u(x, t) − T max
(x,t)∈D

|f(x, t)| 6 u(x, t) 6

6 max
(x,t)∈∂′D

u(x, t) + T max
(x,t)∈D

|f(x, t)|.

Ук а з а н и е . Необходимо рассмотреть следующие две функции:

v1(x, t)
def :
= u(x, t) + tK, v2(x, t)

def :
= u(x, t) − tK,

K
def :
= max

(x,t)∈D
|f(x, t)|.
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§ 5. Слабый принцип максимума для задачи Коши

В о п р о с 1 2 . Сформулировать сильный принцип максимума ре-
шений задачи Коши для уравнения теплопроводности.

О т в е т . Слабый принцип максимума состоит в следующем:
Те о р ем а 2. Пусть u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(R

N ⊗ (0,T ]) ∩ C(RN ⊗ [0,T ]) — это
решение задачи Коши

ut − ∆u = 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,T ), (5.1)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ R
N , (5.2)

удовлетворяющее условию роста

u(x, t) 6 Meβ|x|2 при x ∈ R
N , t ∈ [0,T ], (5.3)

где M > 0 и β > 0 — это константы. Тогда

sup
(x,t)∈RN⊗[0,T ]

u(x, t) = sup
x∈RN

g(x). (5.4)

З а д а ч а 8 . [4] Пусть функция u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(D) удовлетворяет

условию роста (5.3) и является решением задачи Коши

ut = ∆u в D = (0,T ) ⊗ R
N , u(x, 0) = u0(x) в x ∈ R

N , (5.5)

причем начальная функция u0(x) удовлетворяет неравенству

|u0(x) − u0(y)| 6 a|x− y|δ, δ ∈ (0, 1). (5.6)

Тогда
|u(x, t) − u(y, t)| 6 a|x− y|δ при t ∈ (0,T ). (5.7)

Кроме того,

|u(x, t) − u(x, s)| 6 b|t− s|δ/2 при t, s ∈ (0,T ), x ∈ R
N . (5.8)

Р еше н и е . Доказательство проведем за несколько шагов.
Шаг 1. Прежде всего введем функцию

w(x, t)
def :
= u(x+ y, t) − u(x, t) (5.9)

при фиксированном y ∈ RN . Эта функция удовлетоворяет уравнению

wt = ∆w, w(x, 0) = u0(x+ y) − u0(x), |w(x, 0)| 6 a|y|δ.

Введем две функции

v1(x, t)
def :
= w(x, t) − a|y|δ, v2(x, t)

def :
= w(x, t) + a|y|δ.



16 Вопросы и задачи к лекции 1. Уравнение теплопроводности

Эти функции удовлетворяют задачам

vkt = ∆vk, k = 1, 2,

v1(x, 0) 6 0, v2(x, 0) > 0.

Применяя слабый принцип максимума (теорема 2), мы получим, что

v1(x, t) 6 0, v2(x, t) > 0 в D.

Следовательно,
|w(x, t)| 6 a|y|δ. (5.10)

Шаг 2. Теперь мы можем доказать неравенство (5.8). Действитель-
но, введем следующую функцию:

w(x, t; y, s)
def :
= u(x, t+ s) − u(y, s). (5.11)

При t = 0 по–доказанному имеем

|w(x, 0; y, s)| = |u(x, s) − u(y, s)| 6 a|x− y|δ. (5.12)

Заметим, что из арифметического неравенства Юнга

a1a2 6
1
q1
aq1
1 +

1
q2
aq2
2 ,

1
q1

+
1
q2

= 1, a1, a2 > 0

вытекает арифметическое трехпараметрическое неравенство Юнга

a1a2 6 εaq1
1 + µ(ε)aq2

2 , µ(ε) =
1

q2(q1ε)q2/q1
. (5.13)

Применяя неравенство (5.13), мы получим следующее неравенство:

|x− y|δa 6 ε|x− y|2 + µ(ε), µ = µ(ε) =
c1

εδ/(2−δ)
, δ ∈ (0, 1) (5.14)

при

q1 =
2
δ
, q2 =

2
2− δ

.

Используя это неравенство из (5.12), мы получим следующее неравен-
ство:

−ε|x− y|2 − µ(ε) 6 u(x, s) − u(y, s) 6 ε|x− y|2 + µ(ε), (5.15)

причем тем более выполнено более слабое двустороннее неравенство

− ε(|x− y|2 + 2Nt) − µ(ε) 6 w(x, 0; y, s) 6

6 ε(|x− y|2 + 2Nt) + µ(ε). (5.16)
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Заметим, что функция

v(x, t; y) = |x− y|2 + 2Nt

при фиксированном y ∈ RN является решением уравнения теплопро-
водности. Поэтому в силу принципа максимума получим, что имеет
место неравенство

− ε(|x− y|2 + 2Nt) − µ(ε) 6 w(x, t; y, s) 6

6 ε(|x− y|2 + 2Nt) + µ(ε). (5.17)

Положим в этом неравенстве x = y и получим неравенства

−ε2Nt− µ(ε) 6 u(x, t+ s) − u(x, s) 6 ε2Nt+ µ(ε). (5.18)

Осталось выбрать оптимальное ε > 0. Возьмем

ε =
1
tα
.

Рассмотрим выражение

2Nt1−α + c1t
αδ/(2−δ), (5.19)

в котором мы положим

1− α = α
δ

2− δ
⇒ α =

2− δ

2
.

В результате выражение (5.19) примет следующий вид:

(2N + c1)t
δ/2. (5.20)

Итак, неравенства (5.18) примут следующий вид:

|u(x, t+ s) − u(x, s)| 6 btδ/2, b = 2N + c1. (5.21)

З а м е ч а н и е 1. Комбинируя неравенства (5.7) и (5.8) мы приходим к
следующему неравенству:

|u(x, t) − u(y, s)| 6 c2
(
|x− y|δ + |t− s|δ/2

)
. (5.22)

И это итоговое неравенство является следствием лишь условия (5.6)
на начальную функцию u0(x) и принципа максимума!
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§ 6. Единственность решения задачи Коши

Вопр о с 1 3 . Единственно ли решение u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(R

N ⊗ (0,T ])∩
∩ C(RN ⊗ [0,T ]) задачи Коши

ut − ∆u = f(x, t) при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,T ), (6.1)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ R
N (6.2)

в классе А. Н. Тихонова [10],

|u(x, t)| 6 M exp
(
β|x|2

)
при x ∈ R

N , t ∈ [0,T ], (6.3)

где M > 0 и β > 0 — константы?
О т в е т . Да.
З а д ач а 9 . Единственно ли решение следующей задачи:

ut − ∆u = 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,T ), (6.4)

u(x, 0) = 0 при x ∈ R
N? (6.5)

О т в е т . Нет.
З а д ач а 1 0 . [2] Пусть u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(R

1 ⊗ (0,T )) ∩ Cb(R1 ⊗ [0,T ])
— неотрицательное ограниченное решение уравнения теплопроводно-
сти

ut = ∆u в R
3 ⊗ (0,T ), (6.6)

причем
u(x, t) = 0 при (x, t) ∈ (0, 1) ⊗ (0,T ). (6.7)

Доказать, что u(x, t) = 0 в слое R3 ⊗ (0,T ).
Р еш ен и е . Заметим, что в классе ограниченных функций u(x, t)

решение задачи Коши дается формулой

u(x, t) =
1

2
√
π t

∫

R1

exp

[
−|x− ξ|2

4t

]
ϕ(ξ) dξ, ϕ(x) > 0. (6.8)

По условию (6.7) имеем

0 = u(1/2, t) =
1

2
√
π t

∫

R1

exp

[
−|1/2− ξ|2

4t

]
ϕ(ξ) dξ ⇒

⇒ ϕ(x) = 0 ⇒ u(x, t) = 0 для всех (x, t) ∈ R
3 ⊗ (0,T ).



Воп р о сы и з а д а ч и к л е к ци и 2

ПРИНЦИП МАКСИМУМА

В о пр о с 1 . Из каких частей состоит ограниченная область D ⊂
⊂ RN+1, изображенная на рисунке?

g g

g g

Рис. 4. Граница ∂D области D ⊂ R
N+1.

Что такое верхняя крышка, нижняя крышка боковая граница и
параболическая граница?

О т в е т . Нижняя крышка — это основание при t = 0

B
def :
= ∂D ∩ {t = 0}, B = B ∪ ∂B.

Верхняя крышка

BT
def :
= ∂D ∩ {t = T}, BT = BT ∪ ∂BT .



20 Вопросы и задачи к лекции 2. Принцип максимума

Боковая граница

S
def :
= ∂D ∩ {0 < t < T} ∪ ∂BT .

Параболическая граница

∂
′

D
def :
= B ∪ S,

§ 1. Постановка задач для параболических операторов

В о пр о с 2 . Напишите вид параболического оператора и условие
его параболичности.

О т в е т . Параболический оператор имеет следующий вид:

Lu(x, t)
def :
=

=
N ,N∑

i,j=1,1

aij(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+

N∑

i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ c(x, t)u− ∂u

∂t
= f(x, t).

(1.1)

Оператор L, определенный равенством (1.1), называется параболиче-
ским в области D ⊂ RN+1, если для всех (x, t) ∈ D и для каждого
0 6= ξ ∈ RN выполнено следующее неравенство:

N ,N∑

i,j=1,1

aij(x, t)ξiξj > 0. (1.2)

В о п р о с 3 . Дайте определение классического решения параболи-
ческого уравнения (1.1) в области D.

О т в е т . Функция u = u(x, t) непрерывная вместе со всеми своими
производными

∂u

∂t
,

∂u

∂xi
,

∂2u

∂xi∂xj
,

входящими в оператор L, в области D называется классическим реше-
нием уравнения (1.1).

В о п р о с 4 . Дайте определение задачи Коши.
О т в е т . Найти классическое решение u(x, t) уравнения

Lu(x, t) = f(x, t) при (x, t) ∈ R
N+1
+

def :
= R

N ⊗ (0,+∞), (1.3)

удовлетворяющего начальному (граничному при t = 0) условию

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N . (1.4)

В о п р о с 5 . Дайте определение первой краевой задачи.
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О т в е т . Найти классическое решение u(x, t) непрерывное на за-
мыкании D области D ⊂ RN+1, удовлетворяющее уравнению

Lu(x, t) = f(x, t) при (x, t) ∈ D ∪BT , (1.5)

начальному условию на нижней крышке (граничному при t = 0)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ B, (1.6)

а также граничному условию на поверхности на боковой границе S

u(x, t) = g(x, t) при (x, t) ∈ S
def :
= (∂D ∩ {0 < t < T}) ∪ ∂BT . (1.7)

В о п р о с 6 . Дайте определение второй краевой задачи.
О т в е т . Найти классическое решение u(x, t) уравнения

Lu(x, t) = f(x, t) при (x, t) ∈ D ∪BT , (1.8)

удовлетворяющего начальному условию

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ B (1.9)

и граничному условию

∂u(x, t)
∂νx,t

= g(x, t) при (x, t) ∈ S. (1.10)

В о п р о с 7. Дайте определение третьей краевой задачи.
О т в е т . Найти классическое решение u(x, t) уравнения

Lu(x, t) = f(x, t) при (x, t) ∈ D ∪BT , (1.11)

удовлетворяющего начальному условию

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ B (1.12)

и граничному условию

∂u(x, t)
∂νx,t

+ β(x, t)u(x, t) = g(x, t) при (x, t) ∈ S. (1.13)

§ 2. Слабый принцип максимума

В опр о с 8 . Сформулируйте слабый принцип максимума.
О т в е т . Слабый принцип максимума состоит в следующем:

Л емма 1. Предположим, что либо Lu > 0 всюду в D, либо Lu > 0 и
c(x, t) < 0 всюду в D. Тогда u(x, t) не может иметь положительного
локального максимума в D.

З а д а ч а 1 . Доказать единственность решения первой краевой
задачи.

Ук а з а н и е . Смотреть конспект лекций.
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§ 3. Слабый принцип максимума ограниченного
решения в цилиндрической области

В опр о с 9 . Дайте определение ограниченного решения.
О т в е т . Назовем функцию u(x, t) ограниченным решением, если

она является ограниченной и непрерывной в D = Ω ⊗ [0,T ], функции
uxi

(x, t) и uxixj
(x, t) для каждого t ∈ [0,T ] являются непрерывными в

Ω и в любой точке D существует производная ut(x, t).
В опр о с 1 0 . Что такое цилиндрическая область? Приведите при-

мер.
О т в е т . Область, представимая в виде декартова произведения

Ω ⊗ (T0,T ), Ω ⊂ RN — область и T0 < T — числа.
В о п р о с 1 1 . Сформулировать и доказать слабый принцип макси-

мума в цилиндрической области D ⊂ RN+1.
От в е т . Слабый принцип максимума состоит в следующем:

Те о р е м а 1. Пусть Ω ⊂ RN — ограниченная область, выполнены
условия (A), (B) и (C) относительно коэффициентов параболическо-
го оператора L в области D. Если

Lu(x, t) > 0 в (x, t) ∈ D, (3.1)

u(x, t) 6 0 при (x, t) ∈ ∂
′′

D ≡ Ω ⊗ {t = 0} ∪ ∂Ω ⊗ (0,T ) 1) . (3.2)

Тогда u(x, t) 6 0 в D.
В опр о с 1 2 . Сформулируйте и докажите слабый принцип макси-

мума в неограниченной области.
О т в е т . Слабый принцип максимума состоит в следующем:

Те о р е м а 2. Пусть выполнены условия (A), (B), (C) и коэффициен-
ты оператора L являются ограниченными функциями в D. Если

Lu(x, t) > 0 в (x, t) ∈ D, (3.3)

u(x, t) 6 0 на ∂
′′

D ≡ {x ∈ Ω, t = 0} ∪ {x ∈ ∂Ω, t ∈ (0,T )}. (3.4)

Тогда u(x, t) 6 0 в D.

§ 4. Сильный принцип максимума

В опр о с 1 3 . Дайте определение множеств C(P0) и S(P0).
От в е т . Пусть P0 = (x0, t0) — любая точка из D. Обозначим через

S(P0) множество всех точек Q = {(x, t)} в D, таких, что их можно
соединить с P0 простой непрерывной кривой, лежащей в D, вдоль
которой координата t не убывает от Q к P0. Через C(P0) мы обозначим
компоненту пересечения D ∩ {t = t0}, которая содержит P0. Заметим,
что S(P0) ⊃ C(P0).

1) Граница ∂
′′

D ⊂ ∂
′

D и поэтому отличается от параболической или нор-
мальной границы ∂

′

D.
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g

g

gg

g

Рис. 5. Множества S(P0) и C(P0).

·

Рис. 6. Множества S(P0) и C(P0) в случае «гладкой» двусвязной области D.

В о пр о с 1 4 . Сформулировать и доказать сильный принцип мак-
симума.

О т в е т . Слабый принцип максимума состоит в следующем:
Те о р е м а 3. Пусть выполнены условия (A), (B) и (C). Если Lu > 0
(Lu 6 0) в D и если u(x, t) имеет в D положительный локальный
максимум (отрицательный локальный минимум), который дости-
гается в точке P0 = (x0, t0) ∈ D, то u(P ) = u(P0) для всех P ∈ S(P0).

З а д а ч а 2 . Изобразить множества C(P1), C(P2) и C(P3) (см.
рисунок 7).

Р еше н и е . На рисунке 8 изображено множество C(P1).
На рисунке 9 изображено множество C(P2).
На рисунке 10 изображено множество C(P3).
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g

g

g

Рис. 7. К задаче 1.

g

Рис. 8. Множество C(P1).

g g

g

Рис. 9. Множество C(P2).

§ 5. Первая краевая задача

В опр о с 1 5 . Дайте определение нормальной или параболической
границы. Нарисуйте пример.

О т в е т . Множество ∂
′

D ≡ S ∪B называется нормальной границей
области D. Смотри рисунок 11.

Укажите на рисунке множества

Dτ = D ∩ {0 < t < τ}, Bτ = D ∩ {t = τ}, Sτ = S ∩ {0 < t 6 τ}.
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g

Рис. 10. Множество C(P3).

Рис. 11. Область D и ее подмножества.

В опр о с 1 6 . Сформулируйте и докажите теорему о единственно-
сти решения первой краевой задачи.

О т в е т . Справедлива следующая теорема:
Те о р е м а 4. Пусть оператор L удовлетворяет условиям (A) и
(B). Тогда может существовать не более одного решения первой
краевой задачи.

З а д ач а 3 . Приведите пример неограниченного решения следую-
щей задачи:

1
t
uxx +

2
t
u− ut = 0 при t > 0, x ∈ (0,π), (5.1)

u(x, 0) = 0 при 0 6 x 6 π, (5.2)

u(0, t) = u(π, t) = 0 при t > 0. (5.3)

В чем причина неединственности?
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Реше н и е . Нетрудно проверить, что функция

u(x, t) = at sinx для любой постоянной a ∈ R
1

является решением однородной первой краевой задачи (5.1)–(5.3).
Неединственность вызвана неограниченностью коэффициентов уравне-
ния (5.1).

З а д ач а 4 . Докажите следующее следствие:
С л ед с т в и е 1 . Пусть D ⊂ RN — ограниченная область, спра-

ведливы свойства (A), (B) и (C) и выполнено равенство Lu(x, t) = 0
при (x, t) ∈ D, тогда справедлива следующая оценка:

max
(x,t)∈D

|u(x, t)| 6 max
(x,t)∈∂′D

|u(x, t)| (5.4)

Ук а з а н и е . Смотрите конспект лекций.
З а д ач а 5 . Докажите следующее следствие:
С л ед с т в и е 2 . Пусть выполнены условия (A), (B) и c(x, t) 6 c0

при c0 > 0. Если Lu(x, t) = 0 в D, то

max
(x,t)∈D

|u(x, t)| 6 ec0T max
(x,t)∈∂′D

|u(x, t)|. (5.5)

До к а з а т е л ь с т в о .
Ук а з а н и е . Смотрите конспект лекций.

§ 6. Положительные решения задачи Коши

В этом параграфе мы будем использовать следующие обозначения:

Ω0 = R
N ⊗ (0,T ], Ω = R

N ⊗ [0,T ].

При этом функции u(x, t) мы будем считать непрерывными в Ω.
В о п р о с 1 7. Сформулируйте и докажите теорему о положитель-

ном решении задачи Коши.
О т в е т . Утверждение имеет следующий вид:

Л ем м а 2. Пусть оператор L удовлетворяет предположениям (A)
и (B) в Ω0, и пусть c(x, t) ограничено сверху. Если Lu(x, t) 6 0 в Ω0,
u(x, 0) > 0 в RN и равномерно по t ∈ [0,T ] существует

lim inf
|x|→+∞

u(x, t) > 0,

то u(x, t) > 0 в Ω.
В оп р о с 1 8 . Сформулируйте условия на коэффициенты парабо-

лического оператора L и условие А. Н. Тихонова на рост решения
u(x, t), при которых решение неотрицательно.
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О т в е т . Сделаем следующие предположения относительно коэф-
фициентов параболического оператора L:

|aij(x, t)| 6 M , |bi(x, t)| 6 M(1 + |x|), |c(x, t)| 6 M(1 + |x|2) (6.1)

при (x, t) ∈ Ω0 и i, j = 1,N .
Справедлива следующая важная теорема:

Те о р е м а 5. Пусть L — параболический оператор с коэффици-
ентами, непрерывными в Ω0 и удовлетворяющими условиям (6.1).
Предположим, что Lu(x, t) 6 0 в Ω0 и

u(x, t) > −B exp
[
β|x|2

]
при (x, t) ∈ Ω (6.2)

для некоторых положительных постоянных 1) B и β. Если
u(x, 0) > 0 в RN , то u(x, t) > 0 в Ω.

З а д ач а 6 . Пусть L — параболический в Ω0 = RN ⊗ (0,T ) опера-
тор с непрерывными коэффициентами, удовлетворяющими (6.1). Пред-
положим, кроме того, c(x, t) > 0 и

u(x, t) > −B exp
[
β|x|2

]
при (x, t) ∈ Ω = R

N ⊗ [0,T ]

при некоторых положительных B > 0, β > 0, и

Lu(x, t) 6 0 в Ω0.

Доказать, что из условия

u(x, 0) > M > 0 ⇒ u(x, t) > M в Ω.

Реше н и е . Рассмотрим функцию

v(x, t)
def :
= u(x, t) −M.

Поскольку c(x, t) > 0 выполнено неравенство

Lv(x, t) = Lu(x, t) −Mc(x, t) 6 0.

Кроме того,

v(x, t) > −M −B exp
[
β|x|2

]
> −(M +B) exp

[
β|x|2

]
, v(x, 0) > 0.

Следовательно, из теоремы 5, примененный к функции v(x, t) мы
получим, что

v(x, t) > 0 ⇒ u(x, t) > M в Ω.

1) Здесь мы снова сталкиваемся с необходимостью рассматривать решения
в классе растущих функций А. Н. Тихонова
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З а д ач а 7. [11] Пусть L — это параболический оператор с непре-
рывными коэффициентами, удовлетворяющими условиям (6.1). Пусть,
кроме того,

c(x, t) > α|x|2 + γ, α > 0, (6.3)

Предположим, что функция u(x, t) удовлетворяет условию роста

u(x, t) > −B exp
[
β|x|2

]
при (x, t) ∈ Ω = R

N ⊗ [0,T ]

при некоторых положительных B > 0, β > 0. Предположим, что

Lu(x, t) 6 0, u(x, 0) > M1 > 0.

Доказать, что выполнено неравенство

u(x, t) > M1 exp
[
λ|x|2t+ νt

]
, λ > 0.

Реше н и е . Рассмотрим 1) следующую функцию:

v(x, t)
def :
= u(x, t) −M1 exp

[
λ|x|2t+ νt

]
.

Справедливы следующие вычисления:

∂

∂xi
exp

(
λ|x|2t+ νt

)
= 2λxit exp

(
λ|x|2t+ νt

)
,

∂

∂t
exp

(
λ|x|2t+ νt

)
=

(
λ|x|2 + ν

)
exp

(
λ|x|2t+ νt

)
,

∂2

∂xi∂xj
exp

(
λ|x|2t+ νt

)
=

(
2λtδij + 4λ2t2xixj

)
exp

(
λ|x|2t+ νt

)
.

Поэтому имеем

Lv(x, t) = Lu(x, t) −M1L exp
(
λ|x|2t+ νt

)
6

6 −M1

(
4λ2t2

N ,N∑

i,j=1,1

xixjaij + 2λt
N∑

i=1

aii+

+ 2λt
N∑

i=1

xibi + c− (λ|x|2 + ν)

)
exp

(
λ|x|2t+ νt

)
.

1)Переводчиками в этом месте в книге [11] допущена опечатка в выборе
вспомогательной функции.
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Заметим, что в силу равномерной параболичности оператора L вытека-
ют неравенства

N ,N∑

i,j=1,1

xixjaij > ϑ|x|2, aii > ϑ.

Кроме того, в силу условий (6.1) и (6.3) справедлива следующая
цепочка неравенств:

Lv(x, t) 6 −M1

(
4λ2t2ϑ|x|2 + 2λtNϑ−

− 2λtM |x|(1 + |x|) + (α− λ)|x|2 + γ − ν

)
6 0.

при достаточно большом α > λ и при γ > ν. Теперь заметим, что

v(x, t) > −B exp
(
β|x|2

)
−M1 exp

(
λ|x|2T + νT

)
>

> −B1(T ) exp
(
β1(T )|x|2

)

при некоторых B1 > 0 и β1 > 0. Кроме того,

v(x, 0) > 0.

В силу теоремы 5 мы приходим к утверждению задачи.
З а д ач а 8 . [11] Пусть L — это параболический в Ω0 = RN ⊗ (0,T ]

оператор с непрерывными коэффициентами и для некоторой постоян-
ной M > 0 выполнены неравенства

|aij(x, t)| 6 M(|x|2 + 1), |bi(x, t)| 6 M(|x| + 1), c(x, t) 6 M. (6.4)

Доказать, что если

u(x, t) > −m(|x|q + 1) при Ω = R
N ⊗ [0,T ] (6.5)

для некоторых положительных постоянных A и q, то из условия

u(x, 0) = u0(x) > 0 при x ∈ R
N (6.6)

вытекает неравенство

u(x, t) > 0 при (x, t) ∈ Ω = R
N ⊗ [0,T ]. (6.7)

Р еш е н и е . (Доказательство взято из работы [3].) Рассмотрим
вспомогательную функцию

w(x, t)
def :
=

2m

r2p−q
0

(|x|2 +Kt)peαt, 2p > q. (6.8)
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Выберем постоянные K > 0 и α > 0 таким образом, чтобы для всех
r0 > 0 величина Lw(x, t) была отрицательной. Действительно,

aij(x, t)
∂2w(x, t)
∂xi∂xj

=
4mp

r2p−q
0

(
|x|2 +Kt

)p−1
eαt

[
2xixj

|x|2 +Kt
+ δij

]
aij(x, t),

bi(x, t)
∂w

∂xi
=

4mp

r2p−q
0

(
|x|2 +Kt

)p−1
eαtxibi(x, t),

∂w(x, t)
∂t

=
2m

r2p−q
0

(
|x|2 +Kt

)p−1
eαt

[
pK + α

(
|x|2 +Kt

)]
.

Следовательно,

Lw(x, t) =
2m

r2p−q
0

(
|x|2 +Kt

)p−1
eαt

[
4p

N ,N∑

i,j=1,1

aij
xixj

|x|2 +Kt
+ 2p

N∑

i=1

aii+

+ 2p
N∑

i=1

xibi + c
(
|x|2 +Kt

)
− pK − α

(
|x|2 +Kt

)]
.

Рассмотрим два случая — |x| > 1 и |x| < 1. В первом случае с учетом
неравенств (6.4) получим следующую оценку:

Lw(x, t) 6
2m

r2p−q
0

(
|x|2 +Kt

)p−1
eαt×

×
[(

4pN2 + 2p(N + 1) + 1
)
M − α

]
|x|2−

− pK +K(M − α)t < 0, (6.9)

если
α > M

(
4pN2 + 2p(N + 1) + 1

)
. (6.10)

Во втором случае заметим, что

|aij(x, t)| 6 2M , |bi(x, t)| 6 2M , c(x, t) 6 M. (6.11)

Поэтому при |x| < 1 справедлива оценка

Lw(x, t) =
2m

r2p−q
0

(
|x|2 +Kt

)p−1
eαt×

× [16pM +M − pK + (M − α)Kt] < 0 (6.12)

при выполнении условия (6.10) на α > 0 и условия на K > 0

16pM +M < pK. (6.13)
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Таким образом, имеем при выполнении неравенств (6.10) и (6.13)

L(w(x, t) + u(x, t)) < 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,T ]. (6.14)

Рассмотрим теперь функцию

v(x, t)
def :
= w(x, t) + u(x, t) (6.15)

в цилиндре Dr0,T = {|x| 6 r0} ⊗ {0 6 t 6 T}. При t = 0 имеем

v(x, 0) = u0(x) + 2mrq
0 > 0, (6.16)

а при r = r0 имеем

v(x, t) >
2m

r2p−q
0

(
rq
0 +Kt

)p
eαt −m

(
rq
0 + 1

)
>

> 2mrq
0 −m(rq

0 + 1) = m(rq
0 − 1) > 0 (6.17)

при r0 > 1. Согласно принципу максимума имеем

v(x, t) > 0 ⇒ u(x, t) + w(x, t) > 0 при (x, t) ∈ Dr0,T . (6.18)

Осталось при фиксированном (x, t) ∈ Dr0,T перейти к пределу при r0 →
→ +∞ и из явного вида (6.8) функции w(x, t) получить следующее
неравенство:

u(x, t) > 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ [0,T ].

Кон т р п р и м е р к з а д ач е 8 . Условия (6.4), налагаемые на ко-
эффициенты оператора L, нельзя ослабить, если ограничиться оценка-
ми коэффициентов через степени |x|. Действительно, при любом δ > 0
функция

u(x, t) =





+∞∫
Fδ(x,t)

exp{−y2} dy для 0 < t 6 T ,

0 для t = 0,

где

Fδ(x, t) =

(√
x2 + 1 + x

)δ

2
√
t

,

является непрерывной и ограниченной в R1 ⊗ [0,T ], обращается в нуль
при t = 0 и удовлетворяет при t > 0 уравнению

1
δ2

(
x2 + 1

) (√
x2 + 1 − x

)
uxx+
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+
1
δ2

(
x− δ

√
x2 + 1

) (√
x2 + 1 − x

)
ux − ut = 0.

В этом уравнении коэффициент при uxx растет не быстрее, чем
M |x|2+2δ, а коэффициент при ux растет не быстрее, чем M |x|1+2δ.

Следовательно, при таком росте коэффициентов нарушается единствен-
ность решения задачи Коши в классе ограниченных функций.

З а д а ч а 9 . [11] Пусть коэффициенты aij(x, t), bi(x, t) и c(x, t)
ограничены в Ω = RN ⊗ [0,T ] :

|aij(x, t)| < M , |bi(x, t)| < M , |c(x, t)| < M , (6.19)

а функция u(x, t) непрерывна в Ω и удовлетворяет в Ω0 = RN ⊗ (0,T ]
неравенствам

Lu(x, t) 6 0, u(x, t) > − exp
[
β(|x|2 + 1)

]
, (6.20)

где β > 0 — некоторая постоянная. Доказать, что

u(x, t) > 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ [0,T ] (6.21)

при условии
u(x, 0) = u0(x) > 0 при x ∈ R

N . (6.22)

Р еше н и е . (Доказательство взято из работы [3].)
Для получения утверждения задачи нужно рассмотреть вспомога-

тельную функцию

w(x, t)
def :
= exp

[
2β(|x|2 + 1)eαt − β(r20 + 1)

]
(6.23)

и повторить рассуждения при решении предыдущей задачи и про-
верить, что при надлежащим образом выбранной постоянной α > 0
выполнено неравенство

Lw(x, t) < 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,T ]. (6.24)

Действительно, имеем

Lw(x, t) = w(x, t)eαt

[
4β

N∑

i=1

aii + 16β2eαt
N ,N∑

i,j=1,1

aijxixj+

+ 4β
N∑

i=1

bixi + ce−αt − 2βα(|x|2 + 1)

]
< 0

при условии

t 6 t0 =
1
α
, α = M

(
1
β

+ 8N + 48βN

)
.
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Теперь рассмотрим новую функцию

v(x, t)
def :
= w(x, t) + u(x, t). (6.25)

В цилиндре Dr0,t0 = {|x| 6 r0} ⊗ {0 6 t 6 t0} при t = 0 имеем

v(x, 0) = u0(x) + w(x, 0) > exp
[
2β(|x|2 + 1) − β(r20 + 1)

]
> 0,

а при r = r0 имеем

v(x, t) = exp
[
2β(r20 + 1)eαt − β(r20 + 1)

]
+ u0(x) >

> exp
[
β(r20 + 1)

]
− exp

[
β(r20 + 1)

]
= 0. (6.26)

В силу принципа максимума в цилиндре Dr0,t0 мы получим, что

v(x, t) = u(x, t) + w(x, t) > 0 в Dr0,t0 .

Переходя к пределу при r0 → +∞ мы получим, что

u(x, t) > 0 при (x, t) ∈ R
N ⊗ [0, t0].

Далее нужно повторить рассуждения последовательно в полосах

1
α

6 t 6
2
α
,

2
α

6 t 6
3
α
, · · ·n

α
6 t 6

n+ 1
α

, · · ·

и в результате получим, что утверждение задачи выполнено для всех
(x, t) ∈ RN ⊗ [0,T ].

З а м е ч а н и е к з а д ач е 9 . Для уравнения теплопроводности

ut = uxx

известны более сильные результаты, чем результат задачи 4. В част-
ности, в работе С. Тэклинда [15] доказано, что решение задачи Коши
единственно в классе функций, удовлетворяющих условию

|u(x, t)| 6 exp [δ|x|h(|x|)] при |x| > 1,

где δ > 0 — это произвольная постоянная, h(r) — положительная
неубывающая функция и

∞∫

1

dr

h(r)
= +∞.

Причем в случае сходимости последнего интеграла единственность
решения задачи Коши нарушается.

2 М. О. Корпусов
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З а д ач а 1 0 . [11] Пусть непрерывная и ограниченная в RN ⊗ [0,T ]
функция u(x, t) удовлетворяет уравнению

Lu(x, t) = f(x, t) при (x, t) ∈ R
N ⊗ (0,T ], (6.27)

причем
|u(x, 0)| 6 M1, |f(x, t)| 6 M2, c(x, t) 6 M3, (6.28)

коэффициенты aij и bi подчинены условиям (6.4). Тогда всюду в
RN ⊗ [0,T ] выполнено неравенство

|u(x, t)| 6 eM3t (M1 +M2t) . (6.29)

Р еше н и е . (Доказательство взято из работы [3].)
Для доказательства рассмотрим вспомогательные функции

w±(x, t)
def :
= eM3t (M1 +M2t) ± u(x, t).

По условию задачи имеем

w±(x, 0) > 0.

Вычислим Lw±(x, t). Имеем

Lw±(x, t) = eM3t [(c−M3)(M1 +M2t) −M2] ± f 6 −M2e
M3t ± f 6 0

Отметим, что в силу ограниченности в RN ⊗ [0,T ] решения u(x, t)
найдется такая постоянная m > 0, что

u(x, t) > −m⇒ u(x, t) > −m(|x|q + 1).

В силу результата задачи 8 получим

w±(x, t) > 0 всюду в R
N ⊗ [0,T ].

Вопр о с 1 9 . Сформулировать и доказать теорему единственности
задачи Коши в классе А. Н. Тихонова.

О т в е т . Теорема единственности имеет следующий вид:
Те о р е м а 6. Пусть L — это параболический оператор с непрерыв-
ными в RN ⊗ (0,T ] коэффициенами и выполняются условия (6.1).
Тогда существует не более одного решения задачи Коши

Lu(x, t) = f(x, t) в R
N ⊗ (0,T ], (6.30)

u(x, 0) = ϕ(x) в R
N , (6.31)

удовлетворяющего условию роста А. Н. Тихонова

|u(x, t)| 6 B exp
[
β|x|2

]
(6.32)

при некоторых положительных константах B и β.
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В опр о с 2 0 . Сформулируйте теорему Виддера.
О т в е т . Теорема Виддера формулируется следующим образом:
Те ор ем а Вид де р а . Любая неотрицательная функция, непре-

рывная в R1 ⊗ [0,+∞), равная нулю при t = 0 и удовлетворяющая
уравнению теплопроводности

uxx − ut = 0 в (x, t) ∈ R
1 ⊗ [0,+∞),

равна нулю тождественно.
В опр о с 2 1 . Привидите пример неограниченного решения следу-

ющей задачи:
ut = uxx при t > 0, x ∈ R

1, (6.33)

lim
t→+0

u(x, t) = 0 для каждого фиксированного x ∈ R
1. (6.34)

О т в е т . Решение этой задачи в классе А. Н. Тихонова имеет
следующий явный вид:

u(x, t) =
x

t3/2
exp

[
−x

2

4t

]
. (6.35)

Отметим, что построенное решение является неограниченным в любой
окрестности точки (0, 0). Действительно, запишем функцию (6.35) в
следующем виде:

u(x, t) =
2
t

x

2
√
t

exp

[
−x

2

4t

]
.

Будем стремить точку (x, t) к точке (0, 0) по параболе

x = a2
√
t при t→ +0, a > 0,

тогда

u(x(t), t) =
2
t
ae−a2 → +∞ при t→ +0.

§ 7. Теорема типа Жиро

Вопр о с 2 2 . Сформулируйте условие строгой сферичности изнут-
ри.

О т в е т . Определение имеет следующий вид:
Пусть P0 = (x0, t0) — это точка на границе ∂D области D. Если

существует такой замкнутый шар B с центром в точке (x, t), что B ⊂
⊂ D, B ∩ ∂D = {P0}, и если x 6= x0, то мы скажем что P0 обладает
свойством строгой сферичности изнутри.
З а м е ч а н и е 1. Отметим, что если убрать требование x 6= x0 в опре-
делении 4, то мы получим свойство сферичности изнутри.

2*
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Рис. 12. К определению строгой сферичности.
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Рис. 13. К вопросу 23.

В опр о с 2 3 . Приведите примеры нарушения и выполнения стро-
гой сферичности изнутри.

О т в е т . Смотри рисунок 13.
В о п р о с 2 4 . Сформулируйте и докажите теорему типа Жиро.
О т в е т . Предположим, что u(x) ∈ C(D) и выполнены, стало быть,

все условия теоремы 3, причем u(x, t) 6= const в области D. Пусть,
кроме того,

Lu(x, t) > 0 в D. (7.1)

Если u(x, t) имеет положительный максимум M > 0 в D, то в силу
условия теоремы 3 функция u(x, t) в некоторой точке P0 ∈ ∂

′

D = S ∪B
(на параболической границе области D) достигает максимума

u(P0) = M в точке P0 ∈ ∂
′

D. (7.2)
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При этих условиях справедлива следующая теорема типа Жиро:
Те о р ем а т и п а Жир о . Если выполняются высказанные выше

условия, точка P0 обладает свойством строгой сферичности из-
нутри и существует окрестность V точки P0, такая, что

u(x, t) < M в D ∩ V , (7.3)

то для любого некасательного внутреннего направления lP0 выпол-
нено неравенство

∂u

∂lP0

(P0)
def
= lim inf

|(x,t)−(x0,t0)|→+0, (x,t)∈B
(lP0 ,Dx,t)u(x, t) < 0, (7.4)

где
Dx,t = (∂x1 , ..., ∂xN

, ∂t) .

В оп р о с 2 5 . Привидите пример нарушения теоремы типа Жиро
для угловых точек.

О т в е т . Заметим, что если P0 — это угловая точка границы ∂D,
то теорема типа Жиро может оказаться неверной. Например, если
определить область D неравенствами

x2 + t2 < R2, t < γ1x, t < γ2x, γ1 > 0 > γ2,

и положить, что

P0 = (0, 0), Lu(x, t) =
∂2u(x, t)
∂x2

− ∂u(x, t)
∂t

,

u(x, t) = (t− γ1x)(γ2x− t) + 1,

то
u(x, t) < 1 в D, u(x, t) = 1 в P0,

Lu(x, t) = −2γ1γ2 + o(|x| + |t|) > 0,

если R > 0 достаточно малое. Однако,

∂u

∂lP0

(P0) = 0

для любого направления lP0 .
В опр о с 2 6 . Приведите пример нарушения теоремы типа Жиро в

случае не строгой сферичности изнутри.
О т в е т . Заметим, что условие строгой сферичности изнутри нель-

зя заменить на условие сферичности изнутри, т. е. условие x0 6= x
существенно. Действительно, рассмотрим область D = {(x, t) : x ∈
∈ R1, t > 0}. Пусть

P0 = (0, 0), Lu(x, t) =
∂2u(x, t)
∂x2

− ∂u(x, t)
∂t

, u(x, t) = 1− t2.
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g

Рис. 14. Область D с угловой точкой P0 = (0, 0).

g

g

Рис. 15. Область D с условием нестрогой сферичности всей границы ∂D.

Отметим, что для заданной функции u(x, t) имеем

Lu(x, t) = 2t > 0 в D, u(P0) = 1, u(x, t) < 1 в D,

но при этом
∂u

∂lP0

(P0) = 0

для любого направления lP0 .
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§ 8. Вторая и третья краевые задачи

Вопр о с 2 7. Сформулируйте и докажите теорему единственности
третьей краевой задачи.

О т в е т . Теорема имеет следующий вид:
Те о р е м а 7. Пусть L — параболический оператор с непрерывными
в D коэффициентами. Предположим, что c(x, t) 6 0, β(x, t) 6 0 и
каждая точка P ∈ S обладает свойством строгой сферичности из-
нутри. Тогда существует не более одного решения третьей краевой
задачи. Если τ не зависит от t, то предположение c(x, t) 6 0 можно
опустить.

З а д а ч а 1 1 . Доказать, что можно опустить требование строгой
сферичности всех точек боковой границы S, заменив его требованием

β(x, t) < 0 при (x, t) ∈ S.

Ук а з а н и е . В качестве наводящих соображений отметим, что
если не требовать условия строгой сферичности изнутри множества
точек боковой границы S, то и нельзя применить теорему Жиро — это
означает, что в данном случае можно доказать единственность третьей
краевой задачи без теоремы типа Жиро.

Решен и е . В модификации нуждается только доказательство тео-
ремы единственности третьей краевой задачи на шаге 3. Таким обра-
зом, имеем

u(P0) = M > 0 в некоторой точке P0 = (x0, t0) ∈ S,

причем в силу шага 2 имеем 1)

u(x, t) < M для всех V ∩D,

где V — некоторая окрестность точки P0. Тогда в этой точке выполнено
противоречивые неравенства:

0 >
∂u

∂τP0

(P0) = −β(P0)u(P0) > 0.

§ 9. Теоремы сравнения — нелинейный случай

В опр о с 2 8 . Сформулируйте и докажите признак сравнения для
нелинейной первой краевой задачи.

О т в е т . Признак сравнения имеет следующий вид:

1) Внутри области D не может достигаться положительный относительный
максимум в силу принципа максимума, если u(x, t) не постоянная.
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Те о р е м а 8. Пусть v(x, t) и w(x, t) принадлежат классу C
(2,1)
x,t (D) ∩

∩ C(D). Пусть, кроме того, функция f(x, t, p, pi) при i = 1,N явля-
ется непрерывной по всем переменным (x, t, p, pi) в области

E
def :
= D ⊗ R

1 ⊗ R
N .

Если
vt − ∆v > f(x, t, v,Dxv) в D, (9.1)

wt − ∆w 6 f(x, t,w,Dxw) в D, (9.2)

и если
v(x, t) > w(x, t) на B ∪ S, (9.3)

тогда
v(x, t) > w(x, t) в D. (9.4)

З а д ач а 1 2 . [11] Пусть

∂v

∂t
>
∂2v

∂x2
+ av2 при (x, t) ∈ (0, 1) ⊗ (0, 4M), a > 0, (9.5)

v(x, 0) >
µ

M
, v(0, t) >

µ

M
, v(1, t) >

µ

N
(9.6)

при (x, t) ∈ [0, 1] ⊗ [0, 4M ], а константы удовлетворяют следующим
неравенствам:

aµ > 2M +
1
4
, a > 0, M > 0, µ > 0, (9.7)

тогда
v(1/2, t) → +∞ при t→ 4M. (9.8)

Р еше н и е . Рассмотрим следующую функцию:

w(x, t)
def :
=

µ

M − tx(1− x)
. (9.9)

Заметим, что при условии (9.7) имеет место следующее неравенство:

∂w

∂t
6
∂2w

∂x2
+ aw2 при (x, t) ∈ (0, 1) ⊗ (0, 4M), a > 0, (9.10)

причем
w(x, 0) =

µ

M
, w(0, t) =

µ

M
, w(1, t) =

µ

N
. (9.11)

Тогда применяя признак сравнения мы получим, что

v(x, t) > w(x, t) при (x, t) ∈ (0, 1) ⊗ (0, 4M). (9.12)
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Следовательно, при x = 1/2 имеем

v(1/2, t) >
4µ

4M − t
.

З а д ач а 1 3 . Рассмотрим следующую задачу Коши:

ut − ∆u+ |u|p = 0 при (x, t) ∈ R
N+1
+ , p ∈ (0, 1), (9.13)

u(x, 0) = u0(x) при x ∈ R
N . (9.14)

Прежде всего будем рассматривать только регулярные решения этой
задачи Коши, т. е. u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(R

N+1
+ ) ∩ C(RN+1

+ ). Необходимо, ис-
пользуя признак сравнения решений, получить результат об остывании
решения за конечное время.

Р еше н и е . Прежде всего предположим, что

0 6 u0(x) 6 M , M > 0, x ∈ R
N . (9.15)

Прежде всего, отметим, что u(x, t) > 0. Заметим теперь, что функция
v(x, t) = M + ε при ε > 0 является решением следующего дифферен-
циального неравенства:

vt − ∆v > −|v|p, v(x, 0) = M + ε > u0(x). (9.16)

Поэтому если в признаке сравнения взять в качестве w(x, t) = u(x, t),
то мы получим следующее неравенство:

u(x, t) < M + ε для всех (x, t) ∈ R
N+1
+ .

В пределе при ε→ +0 получим искомое неравенство

u(x, t) 6 M для всех (x, t) ∈ R
N+1
+ . (9.17)

Итак, 0 6 u(x, t) 6 M . Рассмотрим теперь следующую вспомогатель-
ную задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения:

zt + zp = 0 при t > 0, z(0) = M > 0. (9.18)

нетрудно проверить, что решением этой задачи является следующая
функция:

z(t) =

{(
M1−p − (1− p)t

)1/(1−p)
, если t ∈ [0, t0];

0, если t > t0,
(9.19)

где

t0 =
M1−p

1− p
. (9.20)
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Заметим, что функция

v(x, t) = z(t) + ε, ε > 0 (9.21)

удовлетворяет дифференциальному неравенству

vt − ∆v > −vp при (x, t) ∈ R
N+1
+ . (9.22)

Действительно, функция z = z(t) удовлетворяет равенству

zt − ∆z = −zp ⇒ (z + ε)t − ∆(z + ε) = −zp > −(z + ε)p.

Кроме того,

v(x, 0) = M + ε > u0(x) при x ∈ R
N . (9.23)

Опять применим признак сравнения, в котором возьмем w(x, t) =
= u(x, t) и получим неравенство

u(x, t) < v(x, t) = z(t) + ε⇒ 0 6 u(x, t) 6 z(t), (x, t) ∈ R
N+1
+ . (9.24)

Итак, мы делаем важный вывод — каждое решение задачи Коши
(9.13), (9.14) обращается в нуль всюду в RN за конечное время 0 <
< t1 6 t0 при условиях 0 6 u0(x) 6 M и u0(x) 6≡ 0, где время t0 > 0
определено явной формулой (9.20).

З а д ач а 1 4 . Рассмотрим следующую задачу Коши:

ut − ∆u = |u|p при (x, t) ∈ R
N+1
+ , p > 1, (9.25)

u(x, 0) = u0(x) > 0 при x ∈ R
N . (9.26)

Решения рассматриваем в классе u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(R

N+1
+ ) ∩ C(RN+1

+ ). Нуж-
но получить достаточные условия разрушения решения этой задачи за
конечное время.

Р еше н и е . Прежде всего заметим, что

∆u− ut = −|u|p 6 0 при (x, t) ∈ R
N+1
+ , u0(x) > 0, x ∈ R

N

Согласно теореме 2 (просто нужно вместо u(x, t) рассмотреть −
−u(x, t)) о принципе максимума в неограниченных областях получим,
что u(x, t) > 0.

Рассмотрим вспомогательную задачу Коши для обыкновенного диф-
ференциального уравнения:

zt = zp при t > 0, z(0) = M > 0. (9.27)

Его решение дается следующей явной формулой:

z(t) =
(
M1−p − (p− 1)t

)−1/(p−1)
при 0 6 t < t0, (9.28)
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где

t0
def :
=

1
(p− 1)Mp−1

. (9.29)

Отметим, что функция z = z(t) является монотонно возрастающей,
причем

lim
t→t0

z(t) = +∞.

Предположим, что выполнено следующее неравенство:

u0(x) > M > 0 при x ∈ R
N . (9.30)

Введем следующую функцию:

w(x, t) = z(t) − ε, ε ∈ (0,M). (9.31)

Эта функция удовлетворяет следующему дифференциальному неравен-
ству:

wt − ∆w > wp при (x, t) ∈ R
N+1
+ . (9.32)

Действительно,

zt − ∆z = zp ⇒ (z − ε)t − ∆(z − ε) = zp > (z − ε)p

при ε ∈ (0,M). Кроме того,

w(x, 0) = M − ε < M 6 u0(x) при x ∈ R
N .

Осталось воспользоваться признаком сравнения, в котором нужно
взять v(x, t) = u(x, t) и получить следующее неравенство:

u(x, t) > z(t) − ε для всех (x, t) ∈ R
N+1.

Переходя к пределу при ε→ +0 мы получим искомую оценку снизу

u(x, t) > z(t) для всех (x, t) ∈ R
N+1. (9.33)

Таким образом, мы приходим к следующему важному выводу — при
условии u0(x) > M > 0 выполнена оценка (9.33), из которой выте-
кает, что для некоторого 0 < t1 6 t0 решение задачи Коши (9.25),
(9.26) разрушается за конечное время:

lim sup
t→t1

sup
x∈RN

u(x, t) = +∞. (9.34)

З а д ач а 1 5 . Рассмотрим следующую задачу Коши:

ut − ∆u = |u|p при (x, t) ∈ R
N+1
+ , p ∈ (0, 1), (9.35)
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u(x, 0) = 0 при x ∈ R
N . (9.36)

Решения рассматриваем в классе u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(R

N+1
+ ) ∩ C(RN+1

+ ). Нуж-
но показать, что в нелинейном случае единственность решения этой
задачи может быть нарушена, даже если решение ищется в классе
Тихонова.

Р еш е н и е . Действительно, как и в предыдущем примере, имеем
u(x, t) > 0. Рассмотрим вспомогательную задачу Коши для обыкновен-
ного дифференциального уравнения:

zt = zp при t > 0, z(0) = 0. (9.37)

Его семейство всех решений (их бесконечно много) может быть пред-
ставлено в следующем виде:

z(t) = (1− p)1/(1−p)

{
(t− t0)

1/(1−p) , если t > t0;
0, если t ∈ [0, t0],

(9.38)

где t0 > 0 — любое неотрицательное число. Ясно, что решения u(x, t) =
= z(t) удовлетворяют условиям задачи Коши (9.35) и (9.36).

З а д ач а 1 6 . Рассмотрим следующую задачу Коши:

ut − ∆u+ |u|p = 0 при (x, t) ∈ R
N+1
+ , p > 1, (9.39)

u(x, 0) = u0(x) > 0 при x ∈ R
N . (9.40)

Решения рассматриваем в классе u(x, t) ∈ C
2,1
x,t(R

N+1
+ ) ∩ C(RN+1

+ ). Нуж-
но получить оценку сверху на скорость убывания решения во времени
этой задачи.

Р еш е н и е . Как и в первом примере, используя более сильный
признак сравнения можно доказать, что u(x, t) > 0

Предположим, что 0 6 u0(x) 6 M . Рассмотрим задачу Коши для
обыкновенного дифференциального уравнения:

zt + zp = 0 при t > 0, z(0) = M > 0, p > 1. (9.41)

Единственное решение дается следующей формулой:

z(t) =
(
M1−p + (p− 1)t

)−1/(p−1)
, t > 0. (9.42)

Как и ранее, можно легко показать, что функция

v(x, t)
def :
= z(t) + ε, ε > 0 (9.43)

удовлетворяет дифференциальному неравенству

vt − ∆v > −vp, (x, t) ∈ R
N+1
+ , (9.44)
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причем

v(x, 0) = M + ε > M > u0(x) = u(x, 0) при x ∈ R
N . (9.45)

Осталось применить признак сравнения, в котором положить w(x, t) =
= u(x, t), и получить оценку

0 6 u(x, t) < v(x, t) = z(t) + ε⇒
⇒ 0 6 u(x, t) 6 z(t) =

=
1

(M1−p + (p− 1)t)1/(p−1)
для всех (x, t) ∈ R

N+1
+ . (9.46)

З а д а ч а д л я с а м о с т о я т е л ь н о г о р еш е н и я 2 . Рассмот-
реть задачу Коши

ut − ∆u+ |∇u|q + |u|p = 0 при (x, t) ∈ R
N+1
+ , (9.47)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N (9.48)

при условиях q > 0, p ∈ (0, 1), 0 6 u0(x) 6 M и u(x, t) > 0. Доказать,
что для решения этой задачи имеет место неравенство (9.24)

З а д а ч а д л я с а м о с т о я т е л ь н о г о р еш е н и я 3 . Рассмот-
реть задачу Коши

ut − ∆u = |∇u|q + |u|p при (x, t) ∈ R
N+1
+ , (9.49)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N (9.50)

при условиях q > 0, 1 < p, 0 < M 6 u0(x). Доказать, что для решения
этой задачи имеет место неравенство (9.33).

В о п р о с 2 9 . Сформулируйте и докажите признак сравнения для
нелинейной второй и третьей краевой задачи.

О т в е т . Признак сравнения имеет следующий вид:
Те о р е м а 9. Пусть все предположения теоремы 8 остаются без
изменения. Если

vt − ∆v > f(x, t, v,Dxv) в D, (9.51)

wt − ∆w 6 f(x, t,w,Dxw) в D (9.52)

и если
v(x, t) > w(x, t) на B, (9.53)

∂v(x, t)
∂τ

+ β(x, t, v(x, t)) <
∂w(x, t)
∂τ

+ β(x, t,w(x, t)) на S, (9.54)

где β = β(x, t, p) — это любая функция определенная на множестве
S ⊗ R1, τ = τ (x, t) — направленное внутрь Dt ∪ Bt непрерывное
векторное поле. Тогда

v(x, t) > w(x, t) в D. (9.55)
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З а д ач а 1 7. [13] Рассмотрим следующую задачу с нелинейными
граничными условиями:

ut = ∆u при (x, t) ∈ D = Ω ⊗ (0,T ), (9.56)

∂u(x, t)
∂nx

= up(x, t) при (x, t) ∈ S = ∂Ω ⊗ (0,T ], p > 1, (9.57)

u(x, 0) = u0(x) > 0 при x ∈ Ω, (9.58)

где nx — это вектор внешней нормали к ляпуновской границе ∂Ω ∈
∈ A1,h ограниченной области Ω ⊂ RN . Нужно доказать, что всякое
нетривиальное решение u(x, t) ∈ C

(1)
t ((0,T ];C(2)

x (Ω)) ∩ C
0,1
x,t(Ω ⊗ [0,T ])

разрушается за конечное время.
Р еше н и е .
Шаг 1. Прежде всего докажем, что

inf
x∈Ω

u(x, ε) = c > 0 для достаточно малого ε > 0. (9.59)

✷ Действительно, в силу признака сравнения имеем

u(x, t) > 0,

поскольку v(x, t) = 0 удовлетворяет уравнению (9.56), граничному
условию (9.57) и u0(x) > 0 = v(x, 0). Теперь заметим, что если

u(x0, ε) = 0 при x0 ∈ Ω,

то в силу слабого принципа максимума имеем

u(x, t) = 0 для всех (x, t) ∈ Ω ⊗ [0, ε],

а, стало быть, u0(x) = 0 для всех x ∈ Ω. Это противоречит тому, что
u0(x) 6≡ 0. Кроме того, если u(x, t) 6≡ 0 при (x, t) ∈ Ω ⊗ [0, ε] и

u(x0, ε) = 0 при x0 ∈ ∂Ω,

то в этой точке минимума в силу граничного условия (9.57) получим

∂u

∂nx
(x0, ε) = 0,

что противоречит теореме типа Жиро. ⊠

Шаг 2. Меняя если необходимо t = 0 на t = ε > 0 без ограничения
общности можем сразу же считать, что

inf
x∈Ω

u0(x) = c > 0. (9.60)
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Рассмотрим следующую вспомогательную задачу:

ϕt = ∆ϕ при (x, t) ∈ D = Ω ⊗ (0,T ), (9.61)

∂ϕ(x, t)
∂nx

= ϕp(x, t) при (x, t) ∈ ∂Ω ⊗ (0,T ), (9.62)

ϕ(x, 0) = c > 0 при x ∈ Ω. (9.63)

В силу признака сравнения с функцией v(x, t) = c, которая удовлетво-
ряет системе уравнений

vt = ∆v при (x, t) ∈ D = Ω ⊗ (0,T ),

∂v(x, t)
∂nx

6 vp(x, t) при (x, t) ∈ ∂Ω ⊗ (0,T ),

v(x, 0) = c > 0 при x ∈ Ω,

мы получим неравенство ϕ(x, t) 6 c для всех t > 0 и, используя опять
признак сравнения, получим неравенство

u(x, t) > ϕ(x, t) для всех (x, t) ∈ Ω ⊗ (0,T ]. (9.64)

Шаг 3. Рассмотрим следующую функцию:

ψ(x, t)
def :
= ϕ(x, t+ η) − ϕ(x, t) при η > 0. (9.65)

Эта функция удовлетворяет следующей системе уравнений:

ψt = ∆ψ при (x, t) ∈ D = Ω ⊗ (0,T − η], (9.66)

∂ψ

∂nx
= p

(
∂ϕ(x, t+ η)

∂nx
− ∂ϕ(x, t)

∂nx

)
=

= (ϕp(x, t+ η) − ϕp(x, t)) =

= pξp−1(x, t)ψ(x, t) для всех (x, t) ∈ S = ∂Ω ⊗ (0,T − η], (9.67)

где ξ(x, t) ∈ [ϕ(x, t),ϕ(x, t+ η)],

ψ(x, 0) = ϕ(x, η) − c > 0 при x ∈ Ω. (9.68)

Используя признак сравнения мы получим, что

ψ(x, t) > 0 для всех (x, t) ∈ Ω ⊗ (0,T − η) ⇒
⇒ ϕt(x, t) > 0 при (x, t) ∈ D. (9.69)
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Шаг 4. Отметим, что в классе ϕ(x, t) ∈ C
(1)
t ((0,T ];C(2)

x (Ω)) ∩
∩ C

0,1
x,t(Ω ⊗ [0,T ]) функция

z(x, t)
def :
= ϕt(x, t)

удовлетворяет следующей системе уравнений:

zt = ∆z при (x, t) ∈ D = Ω ⊗ (0,T ),

∂z(x, t)
∂nx

= pϕp−1(x, t)z(x, t) при (x, t) ∈ ∂Ω ⊗ (0,T ), (9.70)

z(x, 0) > 0 при x ∈ Ω.

Аналогично доказательству свойства (9.59) мы получим, что для до-
статочно малого ε > 0 имеет место неравенство

inf
x∈Ω

z(x, ε) = inf
x∈Ω

ϕt(x, ε) > 0. (9.71)

Шаг 5. Рассмотрим следующую функцию:

w(x, t)
def :
= ϕt(x, t) − δϕp(x, t). (9.72)

Прежде всего имеем цепочку выражений

wt − ∆w = ϕtt − δpϕp−1ϕt − ∆ϕt + δ∆ϕp =

= −δpϕp−1∆ϕ+ p(p− 1)δϕp−2|Dϕ|2 + δpϕp−1∆ϕ =

= p(p− 1)δϕp−2|Dϕ|2 > 0, (9.73)

поскольку
ϕtt = ∆ϕt.

Кроме того,

∂w

∂nx
=
∂ϕt

∂nx
− δ

∂ϕp

∂nx
= pϕp−1ϕt − δpϕp−1ϕp = pϕp−1w. (9.74)

Кроме того, при достаточно малом δ > 0 в силу (9.71) выполнено
следующее неравенство:

w(x, ε) = ϕt(x, ε) − δϕp(x, ε) > 0. (9.75)

Используя признак сравнения получим, что

w(x, t) > 0 для всех (x, t) ∈ Ω ⊗ [ε,T ]. (9.76)

Шаг 6. Итак, выполнено неравенство

ϕt(x, t) > δϕp(x, t) для всех (x, t) ∈ Ω ⊗ [ε,T ]. (9.77)
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Решением этого дифференциального неравенства является следующее
неравенство:

ϕ(x, t) > (ϕ(x, ε) − (p− 1)δ(t− ε))−1/(p−1) (9.78)

для всех (x, t) ∈ Ω ⊗ [ε,T ]. В силу неравенства (9.64) мы получим, что
имеет место неравенство

u(x, t) > (ϕ(x, ε) − (p− 1)δ(t− ε))−1/(p−1) (9.79)

для всех (x, t) ∈ Ω ⊗ [ε,T ]. Это неравенство означает, что T < +∞.
В опр о с 3 0 . Сформулировать признак сравнения для общего па-

раболического нелинейного оператора

L(u)(x, t)
def :
= F

(
x, t,u,

∂u

∂xi
,

∂2u

∂xi∂xj

)
− ∂u

∂t
, (9.80)

в котором функция F = F (x, t, p, pi, pij) определена на множестве
D ⊗ R1 ⊗ RN ⊗ RN2

, на котором она является непрерывно дифферен-
цируемой функцией от N2 + 2N + 2 переменных. Потребуем, чтобы
функция F = F (x, t, p, pi, pij) определяла эллиптический оператор.

О т в е т . Справедлива следующая теорема:
Те о р ем а 10. Пусть u(x, t) ∈ C

2,1
x,t(D) ∩ C(D) — это решение уравне-

ния
Lu(x, t) = f(x, t)

в цилиндрической области D 1) . Предположим, кроме того, функция
u(x, t) удовлетворяет граничным условиям

u(x, 0) = u0(x) на B = Ω, (9.81)

u(x, t) = ψ(x, t) на S = ∂Ω ⊗ (0,T ]. (9.82)

Пусть v(x, t) и w(x, t) класса C
2,1
x,t(D) ∩ C(D) удовлетворяют нера-

венствам
L(w)(x, t) 6 f(x, t) 6 L(v)(x, t) в D, (9.83)

причем оператор L является параболическим в подобласти E обла-

сти D ⊗ R1 ⊗ RN ⊗ RN2
следующего вида:

E =

{
(x, t, p, pi, pij) :

p ∈ {ϑu(x, t) + (1− ϑ)v(x, t)} ∪ {ϑu(x, t) + (1− ϑ)w(x, t)},
pi ∈ {ϑuxi

(x, t) + (1− ϑ)vxi
(x, t)} ∪ {ϑuxi

(x, t) + (1− ϑ)wxi
(x, t)},

1)Ограниченной или неограниченной.
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pij ∈ {ϑuxixj
(x, t) + (1− ϑ)vxixj

(x, t)} ∪ {ϑuxixi
(x, t) + (1− ϑ)wxixj

(x, t)},

(x, t) ∈ D, i, j = 1,N

}
.

Если
v(x, 0) 6 u0(x) 6 w(x, 0) в Ω, (9.84)

v(x, t) 6 ψ(x, t) 6 w(x, t) на S, (9.85)

тогда
v(x, t) 6 u(x, t) 6 w(x, t) в D. (9.86)

З а д ач а 1 8 . [9] Рассмотрим следующую первую краевую задачу
для уравнения нелинейной диффузии:

ut = ∆u1+p в D = Ω ⊗ (0,+∞), p > 0, (9.87)

u(x, 0) = u0(x) > 0, x ∈ Ω, (9.88)

u(x, t) = 0 на S = ∂Ω ⊗ (0,+∞). (9.89)

Рассматривая решения этой задачи с разделенными переменными, с
помощью признака сравнения получить оценки решения во времени.

Решен и е . Прежде всего заметим, что u(x, t) > 0 в силу признака
сравнения, в которой нужно взять v(x, t) = 0. Будем искать частное
решение уравнения (9.87) в виде

ua(x, t) = fa(x)ϕa(t).

Подставляя в уравнение (9.87), мы получим равенство

ϕat(t)fa(x) = ϕ1+p
a (t)∆f1+p

a (x) ⇒ ϕat(t)

ϕ1+p
a (t)

=
∆f1+p

a (x)

fa(x)
= λ.

Нужно рассмотреть два случая: λ < 0 и λ > 0.
С л у ч а й п е р в ы й : г л о б а л ь н а я р а з р е ш и м о с т ь . Для

удобства положим

λ = −1
p
.

Откуда получим два уравнения

ϕat(t) +
1
p
ϕ1+p

a (t) = 0, ∆f1+p
a (x) +

1
p
fa(x) = 0, (x, t) ∈ D. (9.90)

Функция ϕa(t) имеет следующий явный вид:

ϕa(t) =
1

(T + t)1/p
, (9.91)
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где T > 0 — произвольная постоянная. А относительно функции fa(x)
потребуем, чтобы она удовлетворяла условию

fa(x) = 0 при x ∈ ∂Ω. (9.92)

Итак, функция

ua(x, t)
def :
=

fa(x)

(T + t)1/p
, T > 0 (9.93)

удовлетворяет уравнению

uat = ∆up+1
a в D = Ω ⊗ (0,+∞), (9.94)

и граничным условиям

ua(x, 0) =
fa(x)

T 1/p
в Ω, ua(x, t) = 0 на S = ∂Ω ⊗ (0,+∞). (9.95)

Пусть начальное условие u0(x) удовлетворяет следующим неравен-
ствам:

fa(x)

T
1/p
1

6 u0(x) 6
fa(x)

T
1/p
2

, T1 > 0, T2 > 0, (9.96)

тогда в силу теоремы 10, в которой

v(x, t) =
fa(x)

(T1 + t)1/p
, w(x, t) =

fa(x)

(T2 + t)1/p
,

получим неравенства

fa(x)

(T1 + t)1/p
6 u(x, t) 6

fa(x)

(T2 + t)1/p
при (x, t) ∈ Ω ⊗ (0,+∞). (9.97)

Отметим, что существует (см. [9]) не нулевое решение fa(x) 6≡ 0
краевой задачи

∆f1+p
a (x) +

1
p
fa(x) = 0 в Ω, fa(x) = 0 на ∂Ω. (9.98)

С л у ч а й в т о р о й : р а з р у ш е н и е з а к о н е ч н о е в р е м я .
Для удобства положим

λ =
1
p
.

Рассуждая аналогичным образом, мы получим следующую функцию:

ub(x, t) =
fb(x)

(T − t)1/p
, T > 0 (9.99)
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— это произвольная постоянная,

∆fp+1
b (x) − 1

p
fb(x) = 0 при x ∈ Ω, (9.100)

fb(x) = 0 при x ∈ ∂Ω. (9.101)

Нетривиальное решение краевой задачи (9.100), (9.101) существует
(см. монографию [16]). Предположим, что начальная функция u0(x)
удовлетворяет следующим неравенствам:

fb(x)

T
1/p
1

6 u0(x) 6
fb(x)

T
1/p
2

, 0 < T2 < T1, (9.102)

тогда в силу признака сравнения, в котором

v(x, t) =
fb(x)

(T1 − t)1/p
, w(x, t) =

fb(x)

(T2 − t)1/p
,

получим неравенства

fb(x)

(T1 − t)1/p
6 u(x, t) 6

fb(x)

(T2 − t)1/p
при x ∈ Ω, t ∈ [0,T2). (9.103)

Отметим, что из неравенства снизу в (9.103) вытекает разрушение за
конечное время T0 ∈ [0,T1].



Воп р о сы и з а д а ч и к л е к ци и 3

ПРОСТРАНСТВА ГЕЛЬДЕРА

§ 1. Параболические пространства Гельдера

В опр о с 1 . Что такое параболическое расстояние? Чем отличает-
ся от эвклидова расстояния?

О т в е т . Параболическое расстояние

ρ(z1, z2) =
(
|x1 − x2| + |t2 − t1|1/2

)
.

В опр о с 2 . Определите величины [u]δ/2,δ;D и |u|δ/2,δ;D.
О т в е т .

[u]δ/2,δ;D
def :
= sup

z1 6=z2,z1,z2∈D

|u(z1) − u(z2)|
ρδ(z1, z2)

, (1.1)

|u|δ/2,δ;D
def :
= |u|0;D + [u]δ/2,δ;D, |u|0;D = sup

(x,t)∈D
|u(x, t)| (1.2)

для δ ∈ (0, 1].
В о п р о с 3 . Определите параболическое пространство Гельдера

Cδ/2,δ(D).
О т в е т . Через Cδ/2,δ(D) мы обозначаем пространство всех функ-

ций u(x, t), для которых конечна норма |u|δ/2,δ;D < +∞.
В о п р о с 4 . Определите параболическое пространство Гельдера

C1+δ/2,2+δ(D)
О т в е т . Определим как множество всех вещественнозначных

функций u(x, t), заданных в D и таких, что

|u|1+δ/2,2+δ;D
def :
= |u|0;D +

N∑

i=1

|uxi
|0;D + |ut|0;D+

+
N ,N∑

i,j=1,1

|uxixj
|0;D + [u]1+δ/2;2+δ;D < +∞, (1.3)

где

[u]1+δ/2,2+δ;D
def :
= [ut]δ/2,δ;D +

N ,N∑

i,j=1,1

[uxixj
]δ/2,δ;D. (1.4)



54 Вопросы и задачи к лекции 3. Пространства Гельдера

В о п р о с 5 . Докажите, что пространства Cδ/2,δ(D) и
C1+δ/2,2+δ(D) являются банаховыми относительно норм (1.2) и (1.3).

Ук а з а н и е . Смотрите конспект лекций.
В о п р о с 6 . Докажите, что пространства Cδ/2,δ(D) и

C1+δ/2,2+δ(D) для «хороших» областей совпадают с Cδ/2,δ(D) и
C1+δ/2,2+δ(D), соответственно.

Ук а з а н и е . Смотрите конспект лекций.
З а д ач а 1 . Докажите неравенства

[uv]δ/2,δ;D 6 |u|0;D[v]δ/2,δ;D + |v|0;D[u]δ/2,δ;D, (1.5)

|uv|δ/2,δ;D 6 |u|δ/2,δ;D|v|δ/2,δ;D (1.6)

для всех u, v ∈ Cδ/2,δ(D).
Р еше н и е . Действительно, прежде всего справедливо следующее

элементарное неравенство:

|u(z1)v(z1) − u(z2)v(z2)| 6 |u(z1)||v(z1) − v(z2)| + |v(z2)||u(z1) − u(z2)|,

из которого разделив обе части на ρδ(z1, z2) мы получим следующее
неравенство:

[uv]δ/2,δ;D 6 |u|0;D[v]δ/2,δ;D + |v|0;D[u]δ/2,δ;D. (1.7)

Теперь заметим, что справедлива следующая цепочка неравенств:

|uv|δ/2,δ;D = |uv|0;D + [uv]δ/2,δ;D 6

6 |u|0;D|v|0;D + |u|0;D[v]δ/2,δ;D + |v|0;D[u]δ/2,δ;D 6

6 |u|0;D|v|0;D + |u|0;D[v]δ/2,δ;D + |v|0;D[u]δ/2,δ;D + [u]δ/2,δ;D[v]δ/2,δ;D =

= |u|δ/2,δ;D|v|δ/2,δ;D. ⊠ (1.8)

З а д ач а 2 . Докажите утверждение
Л ем м а 1. Для всякой функции u(x, t) ∈ C1+δ/2,2+δ(D) и для всех
aij(x, t), c(x, t) ∈ Cδ/2,δ(D) найдется такая постоянная M > 0, не
зависящая от u, что имеет место следующее неравенство:

|Lu|δ/2,δ;D 6 M |u|1+δ/2,2+δ;D , (1.9)

Lu(x, t)
def :
=

N ,N∑

i,j=1,1

aij(x, t)
∂2u(x, t)
∂xi∂xj

+ c(x, t)u(x, t) − ∂u(x, t)
∂t

,

где D ⊂ RN+1 — это ограниченная область.
Ук а з а н и е . Смотрите конспект лекций.
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§ 2. Оценки Бернштейна

В опр о с 7. Докажите утверждение
Те о р е м а 1. Пусть R > 0 и QR = BR ⊗ (−R2, 0), BR = {x ∈
∈ RN : |x| < R}. Предположим, что функция u(x, t) ∈ C(QR) и бес-
конечное число раз дифференцируема в QR и удовлетворяет урав-
нению

∆u− ut = 0 в QR.

Тогда при любом мультииндексе α ∈ N и целом n > 0 справедлива
оценка

|Dn
t D

α
xu(0)| 6

M |α|+2n(|α| + 2n)|α|+2n

R|α|+2n
|u|0;QR

. (2.1)

Ук а з а н и е . Смотри конспект лекций.
З а д ач а 3 . Докажите теорему типа Лиувилля.
Те о р е м а т и п а Л и у в и л л я . Решение u = u(x, t) ∈ C

1,2
t,x(RN+1)

уравнения
∆u− ut = 0 в R

N+1,

удовлетворяющая условию |u(x, t)| 6 M1 (M1 > 0), является посто-
янной

u(x, t) = const.

Ук а з а н и е . Смотри конспект лекций.

§ 3. Решение первой краевой задачи

З а д ач а 4 . Методом продолжения по параметру с использовани-
ем априорной оценки Шаудера доказать существование единственного
решения в классе C1+α/2,2+α(D) первой краевой задачи в ограниченной
области D.

Ук а з а н и е . Смотри конспект лекций.
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