
5 Уравнение Гельмгольца (Δu+cu= f)5. Уравнение Гельмгольца (Δu+cu=-f)
в неограниченной области.
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где f(M) – финитная функция, supp .f D



Теорема 1.
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Единственное решение, равномерно стремящееся к нулю 
на бесконечности:на бесконечности:
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одинаково убывают на бесконечности.

2. Условия излучения Зоммерфельда.
Из двух фундаментальных решенийИз двух фундаментальных решений
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Замечание 1. В силу специального выбора ядер введенные
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3) Теорема единственности:
Теорема 2Теорема 2.
Классическое решение уравнения Гельмгольца
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Следствие. Единственным решением уравнения  
Гельмгольца (20) при вещественном , удовлетворяющим2 0k Гельмгольца (20) при вещественном           , удовлетворяющим 
условиям излучения Зоммерфельда (16),(17), является 
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3. Принцип предельного поглощения.

f D
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Дополнительным условием, позволяющим выделить
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4. Принцип предельной амплитуды.

Рассмотрим уравнение колебаний с периодической правой 
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Требование, чтобы V(M) было предельной амплитудой
б йколебаний с нулевыми начальными условиями, 

представляет то дополнительное условие, которое нужно 
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5. Парциальные условия излучения.
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Нормальные волны (моды) – частные решения вида
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Пусть на неоднородность падает слева нормальная волна 
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Аналогично ставятся условия в сечении           .
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Из (38), (40) следует, что парциальные условия излучения – это условия, 
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Условия (45) означают отсутствие волн приходящих из        (то есть
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u u k u u dxdy u u dy u u dy           

 
0 0 0 0 0

22 22

  

0 (46)

x x
x a x

a b a b

u u k u u dxdy u u dy u u dy

d d k d d

 

     

    2 22

0 0 0 0

0,                           (46)x yu u dxdy k u dxdy      



b
    

1 0

( , ) ( ),    ( , ) ( )   ( 1, 2,...)   (47)n n n n
n

u a y C y C u a y y dy n    



   

( ) ( )
b b

d C d


  
10 0

( , ) ( )x n x nx a
n

b

u u dy C u a y y dy 




 

  

(2) (2)

1 10

( , ) ( )
b

n n n n n n
n n
i C u a y y dy i C C  

 
 

 

   
2(2)

1

.                                                      (48)n n
n

i C




 
Аналогично получаем:

2
b 


2(1)

0
10

,                      (49)x n nx
n

u u dy i B




  



где
(0, ) ( ),    (0, ) ( )   ( 1, 2,...)   (50)

b

n n n nu y B y B u y y dy n 


      
(46), (48), (49)

1 0

( , ) ( ), ( , ) ( ) ( , , ) ( )n n n n
n

y y y y y 

 


2

2(2) (1)                        n n n ni C i B 
 

  
1 1

2
22 0 (51)

n n n n
n n

a b a b

grad u dxdy k u dxdy

 
 

 

 

   

Возьмём в (51) мнимую часть:

0 0 0 0

0                        (51)grad u dxdy k u dxdy     

Возьмём в (51) мнимую часть:

2 2 2(2) (1) 2

1 1

0             (52)
a b

n n n nC B k u dxdy 
 

     
1 1 0 0n n 

1 2

(52) 0,   ( , ) ;   0   (  =1,2,...) ( , ) 0;
0 ( 1 2 ) (0 ) 0 ( ) 0 ( ) ( )

nu x y D C n u a y
B n u y u x y u x y u x y

     

       1 20  ( 1, 2,...) (0, ) 0 ( , ) 0 ( , ) ( , ),
( , ) .
nB n u y u x y u x y u x y
x y D

  





Замечание. Пользуясь принципом предельного поглощения, 
можно показать, что единственность имеет место и в случае 
вещественного коэффициента 2 ( , ).k x y

6. Излучение волн. Квадрупольный излучатель.
Поверхность шара радиуса a колеблется так, что радиальная р р р д у , р д
составляющая скорости        на поверхности                равна

 0 1 3cos 2                           (53)4
i t

a
VV e   

rV r a

Вычислить интенсивность и мощность такого излучателя второго 
порядка – квадрупольного излучателя.

  ( )4a

р ру у
Звуковое давление                  удовлетворяет уравнению колебаний:( , )p M t

2 p p  где 2 2 0
2 0

,                    ,                  (54)p pc p c
t

 


  






С – скорость звука, и -давление и плотность среды в невозмущенном
состоянии, -показатель адиабаты.
Установившийся процесс:

0p 0
( ) ( ) i tp M t p M e Установившийся процесс:

Радиальная составляющая скорости:
( , ) ( ) .p M t p M e

1 1 ,                       (55)r
r

V p pV it  
  

   
  

 

где                                    Для полинома Лежандра имеет место формула: 
0it r r   

.i t
r rV V e 

23 1 1 3cos2( ) ( ) (56)xP P  
2( )P x

2 2
3 1 1 3cos2( )     (cos )               (56)2 4
xP x P    

2 0 (57)p k p r a  

0 0 2

0,    ,                                   (57)

(cos ),   ,                       (58)

p k p r a
p i V P r a 

   


 







1( ),                                                     (59)
r
p O r










1( ),             p ikp o krr


  


.                    (60)c






Симметрия по  ( ) ( , )  p M p r   


(1)

0
( , ) ( ) (cos ),                       (61)n n n

n
p r C kr P  






где

1
2

(1) (1)( ) ( ).                         (62)2n nkr H krkr
 

2 0 0 (1)
2

1(58), (61)                  (63)( )C ic V ka    

(1)
2

0 0 2(1)
2

( )( , ) (cos ),                      (64)( )
krp r ic V Pka

   
2

(1)
2 ( )( ) (cos ) (65)krV r V P 



 0 2(1)
2

( , ) (cos ).                      (65)( )rV r V Pka  



Рассмотрим длинноволновый случай и дальнюю (волновую)
зону :

( 1)ka
( 1)kr зо у :( 1)kr 

(1) (1)
2 23 4

3 90        ( ) ,    ( ) ,x x i x ix x 



  

(1) 2
2

1      ( ) ,                              (66)ix ix x e ex
iii






 





(1) 2
2                  ( ) .

iixix e ex


  


1 iik 
2 3 4

0 0 2
0 0 2 2

4

1
( , ) (cos ) (cos ),    (67)9 9

( )

iikre e ic V k a ikrkrp r ic V P e e Pri ka


   

 
  

4( )ka

3 4
0 2( ) (cos ) (68)

iV k a ikrV r e e P


 
0 2

2( , ) (cos ),                               (68)9rV r e e Pr  



 ( , , ) Re ( , ) i tP r t p r e    

3 4
0 0

2                    (cos ) cos(  ),             (69)9 2
c V k a P t krr
     
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3 4

0
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( ) ( ) (70)

r r
i tV r t V r e

V k a P k

 


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Интенсивность излучения квадруполя          :

0
2                  (cos ) cos(  ).             (70)9 2P t krr

    

Y
T

0

21 ( , , ) ( , , ) ,       ,           (71)
T

rY P r t V r t dt TT
   

Мощность излучения квадруполя :

2 6 8 2
0 0 2

2
(cos )                            (72)162

c V k a PY r
 



Мощность излучения квадруполя :

2 2 6 8
2 0 02sin (73)405

c V k ar Y d d
        


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7. Задачи математической теории дифракции.

0 0,   p const const 

1 1 1,  ,  ,D p  2 2 2,  ,  D p  3 3 3,  ,  D p 
S 2S 3S
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i i
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Дифракция звуковой волны на бесконечном жёстком 
цилиндрецилиндре

На цилиндр радиуса a падает плоская звуковая волна, давление p0(x)На цилиндр радиуса a падает плоская звуковая волна, давление p0(x)
в которой можно представить в виде:

ik ik
 cos

0 0
1

( ) 2 ( ) ( ) cos   (79)ikx ikr n
n

n

p Ae Ae A J kr i J kr n 


      
 


ikxAe a

0 x

Ae

Обозначим: - полное давление,0( , ) ( , ) ( , )p r p r p r    0 ( , )p r  Обозначим:                                                             полное давление, 
давление в падающей волне, давление в отраженной
волне.

0( , ) ( , ) ( , )sp r p r p r   0 ( , )p r 
( , )sp r  



Тогда получим задачу:
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Радиальная составляющая скорости в рассеянной волне:
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